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Аннотация. В работе исследуется начально-краевая и спектральная задачи о малых коле-
баниях системы из трех тел. Система представляет собой цепь последовательно соединенных
твердых тел. Каждое из тел такой цепи является гиростатом. Формулируется теорема суще-
ствования решений задачи Коши. Описываются свойства нормальных колебаний. Установлено
асимптотическое поведение для ветви собственных значений. Получены утверждения о полно-
те и базисности системы корневых (собственных и присоединенных) элементов в пространстве
Понтрягина Π6.
Ключевые слова: малые колебания, система трех сочлененных гиростатов, несжимаемая жид-
кость.

1. Введение

В работе исследуется начально-краевая и спектральная задачи о малых ко-
лебаниях системы из трех сочлененных гиростатов, заполненных идеальной либо
вязкой жидкостью при наличии либо отсутствии трения в шарнирах.

В случае, когда все полости заполнены идеальной жидкостью и трение во всех
шарнирах отсутствет, такая система является консервативной, а в случае, когда
все полости заполнены вязкой жидкостью и трение в каждом шарнире учиты-
вается, такую систему естественно считать полностью диссипативной. В данной
статье рассмотрен вариант, когда в системе сочлененных гиростатов не все поло-
сти заполнены вязкой жидкостью, но хотя бы одна содержит вязкую и хотя бы
одна идеальную жидкости; аналогичный вариант рассмотрен и по отношению к
трению в шарнирах: хотя бы в одном из них трение есть и хотя бы в одном трение
не учитывается.

Отметим еще, что так как количество всех возможных вариантов для частично
диссипативной системы из n сочлененных гиростатов равно 22n−2, то здесь будет
рассмотрен лишь один из них для n = 3.

В работе устанавливается теорема существования решений задачи Коши; опи-
сываются свойства нормальных колебаний; получены утверждения о полноте и
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базисности системы корневых элементов в пространстве Понтрягина Π6 для слу-
чая системы из трех гиростатов.

2. Уравнения малых колебаний гидромеханической системы

Рассмотрим систему трех тел Gk ⊂ R3, k = 1, 3, последовательно соединенных
между собой сферическими шарнирами. Первое тело G1 имеет неподвижную точ-
ку O1, а тела Gk, при k = 2, 3 – соответственно точки Ok, соединяющие шарниром
тело Gk и Gk−1. Тело G2 содержит полость Ω2, полностью заполненную идеальной
однородной несжимаемой жидкостью плотности ρ2 > 0, а тела G1 и G3 имеют
соответственно полости Ω1 и Ω3, полностью заполненные вязкими жидкостями с
коэффициентами динамической вязкости µ1 > 0 и µ3 > 0.

Будем считать, что на данную систему тел в состоянии покоя действует одно-
родное гравитационное поле g⃗, а в процессе малых движений – силовое поле

F⃗ := g⃗ + f⃗(t, x),

где f⃗(t, x) – малая динамическая добавка к гравитационному полю.
Для описания малых движений системы сочлененных гиростатов введем непо-

движную систему координат O1x
1x2x3 c ортами e⃗ j, j = 1, 3, так, чтобы g⃗ = −ge⃗ 3.

Кроме того, введем подвижные системы координат Okx
1
kx

2
kx

3
k, жестко связанные

с телом Gk. Единичные векторы вдоль осей Okx
j
k обозначим через e⃗ j

k , j = 1, 3,
k = 1, 3. Кроме того, будем считать, что центр масс Ck гиростата Gk находится на
оси Okx

3
k, k = 1, 3, а в состоянии покоя все точки Ok и Ck расположены на одной

вертикальной оси, k = 1, 3.
Положение подвижной системы координат Okx

1
kx

2
kx

3
k относительно неподвиж-

ной системы O1x
1x2x3 в процессе малых движений гидромеханической системы

будем задавать малым вектором углового перемещения

δ⃗k(t) =
3∑

j=1

δjk(t)e⃗
j
k , k = 1, 3.

Тогда угловая скорость ω⃗k(t) тела Gk будет, очевидно, равна dδ⃗k/dt, а угловое
ускорение этого тела - величине d2δ⃗k/dt

2 = dω⃗k/dt.
Обозначим через mk массу k-го тела, а через r⃗k - радиус-вектор, идущий из

полюса Ok в любую точку тела Gk. Введем также векторы h⃗k =
−−−−−→
OkOk+1, k = 1, 2.

Предполагается, что в шарнире Ok сила трения пропорциональна разности уг-
ловых скоростей примыкающих гиростатов Gk и Gk−1, а коэффициент пропорци-
ональности αk ≥ 0, k = 1, 3, т.е. трение не во всех шарнирах присутствует, причем
для некоторых k будет αk > 0.

Приведем теперь для каждого из гиростатов Gk линеаризованное уравнение
изменения кинетического момента относительно точки Ok, k = 1, 2, 3, а также
следствия из этой совокупности уравнений. Вид этих уравнений можно найти в
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[5], стр. 129-132, с.145, с.336, а также в [2]–[4]. Из этих уравнений следует, что левые
и правые части последующего уравнения целиком входят в левые и правые части
предыдущего. Тогда, беря соответствующие разности левых и правых частей, а
также последнее уравнение, приходим к следующим уравнениям движения трех
сочлененных гиростатов:∫

G1

r⃗1 ×
(
dω⃗1

dt
× r⃗1

)
dm1 + ρ1

∫
Ω1

r⃗1 ×
∂u⃗1

∂t
dΩ1+

+

∫
G2

h⃗1 ×
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2 +

∂u⃗2

∂t

)
dm2+

+

∫
G3

h⃗1 ×
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3 +

∂u⃗3

∂t

)
dm3+

+ α1ω⃗1 − α2 (ω⃗2 − ω⃗1) + g (m1l1 + (m2 +m3)h1)P2δ⃗1 =

=

∫
G1

r⃗1 × f⃗1dm1 +

∫
G2

h⃗1 × f⃗2dm2 +

∫
G3

h⃗1 × f⃗3dm3 ≡ M⃗1; (2.1)

∫
G2

r⃗2 ×
(
dω⃗2

dt
× r⃗2

)
dm2 + ρ2

∫
Ω2

r⃗2 ×
∂u⃗2

∂t
dΩ2 +

∫
G2

r⃗2 ×
(
dω⃗1

dt
× h⃗1

)
dm2+

+

∫
G3

h⃗2 ×
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3 +

∂u⃗3

∂t

)
dm3+

+ α1 (ω⃗2 − ω⃗1)− α2 (ω⃗3 − ω⃗2) + g (m2l2 +m3h2)P2δ⃗2 =

=

∫
G2

r⃗2 × f⃗2dm2 +

∫
G3

h⃗2 × f⃗3dm3 ≡ M⃗2; (2.2)

∫
G3

r⃗3 ×
(
dω⃗3

dt
× r⃗3

)
dm3 + ρ3

∫
Ω3

r⃗3 ×
∂u⃗3

∂t
dΩ3+

+

∫
G3

r⃗3 ×
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2

)
dm3 + α3 (ω⃗3 − ω⃗2) + gm3l3P2δ⃗3 =

=

∫
G3

r⃗3 × f⃗3dm3 ≡ M⃗3; (2.3)

В формулах (2.1)–(2.3): lk := |
−−−→
OkCk| — расстояние от Ok до центра масс Ck

гиростата Gk,

P2δ⃗k :=
2∑

j=1

δjke⃗
j
k
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— проекция углового перемещения δ⃗k на плоскость Okx
1
kx

2
k, k = 1, 3. Далее, через

u⃗k = u⃗k(t, x), x ∈ Ωk, обозначено поле относительной скорости движения жидкости
в области Ωk, k = 1, 3. Наконец, использовано обозначение∫

Gk

(. . .)dmk :=

∫
Ω0k

(. . .)ρ0kdΩk +

∫
Ωk

(. . .)ρkdΩk,

где Ω0k ⊂ Gk — область, занятая твердым телом постоянной плотности ρ0k, а Ωk ––
область, занятая жидкостью постоянной плотности ρk, k = 1, 3. При этом, конечно
же, нужно формально считать что в уравнениях (2.1)–(2.3) u⃗k ≡ 0⃗ в области Ω0k,
k = 1, 3.

Приведем теперь линеаризованные уравнения движения жидкости в каждой
из полостей Ωk. Для полости с идеальной жидкостью используется уравнение Эй-
лера, а для полостей с вязким наполнением — уравнения Навье-Стокса. В качестве
граничных условий на границах ∂Ωk =: Sk выступают условия непротекания для
идеальной жидкости и условия прилипания для вязких жидкостей. Каждое урав-
нение записано в неинерциальной системе координат Okx

1
kx

2
kx

3
k, жестко связанной

с телом Gk, k = 1, 3. Вид этих уравнений можно найти в [5], а также в [2]–[4].
Имеем

ρ1

(
∂u⃗1

∂t
+

dω⃗1

dt
× r⃗1

)
= −∇p1 + µ1△u⃗1 + ρ1f⃗1,

divu⃗1 = 0 ( в Ω1 ) , u⃗1 = 0⃗ ( на S1 ) ; (2.4)

ρ2

(
∂u⃗2

∂t
+

dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2

)
= −∇p2 + ρ2f⃗2,

divu⃗2 = 0 ( в Ω2 ) , u⃗2 · n⃗2 = 0 ( на S2 ) ; (2.5)

ρ3

(
∂u⃗3

∂t
+

dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3

)
= −∇p3 + µ3△u⃗3 + ρ3f⃗3,

divu⃗3 = 0 ( в Ω3 ) , u⃗3 = 0⃗ ( на S3 ) . (2.6)

Для полной математической формулировки исследуемой начально-краевой за-
дачи о малых движениях сочлененных гиростатов к уравнениям (2.1)—(2.6) сле-
дует добавить кинематические условия, которые удобно записать в виде:

d

dt
P2δ⃗k = P2ω⃗k,

d

dt
δ⃗ 3
k = ω⃗ 3

k , k = 1, 3, (2.7)

а также начальные условия

u⃗k(0, x) = u⃗ 0
k (x), x ∈ Ωk, ω⃗k(0) = ω⃗ 0

k , δ⃗k(0) = δ⃗ 0
k , k = 1, 3. (2.8)
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Таким образом, в данной задаче искомыми являются соленоидальные вектор-
ные поля u⃗k(t, x), поля давлений pk(t, x), угловые скорости ω⃗k(t) и угловые пере-
мещения гиростатов δ⃗k(t), k = 1, 3. Их требуется найти из уравнений движения
гиростатов (2.1)—(2.3), уравнений (2.4)—(2.6) движения жидкостей в полостях Ωk,
кинематических соотношений (2.7) и начальных условий (2.8).

Далее считаем, что границы ∂Ωk = Sk областей Ωk достаточно гладкие, напри-
мер, дважды непрерывно дифференцируемы, т.е.

Sk = ∂Ωk ∈ C2, k = 1, 3. (2.9)

3. Закон баланса полной энергии

Для классического решения задачи (2.1)–(2.8) справедливо тождество:

1

2

d

dt

{∫
G1

|ω⃗1 × r⃗1 + u⃗1|2dm1 +

∫
G2

|ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × r⃗2 + u⃗2|2dm2+

+

∫
G3

|ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × h⃗2 + ω⃗3 × r⃗3 + u⃗3|2dm3

}
+

+
1

2
g
d

dt

{
[m1l1 + (m2 +m3)h1]|P2δ⃗1|2 + (m2l2 +m3h2)|P2δ⃗2|2 +m3l3|P2δ⃗3|2

}
=

= −
{
α1|ω⃗1|2 + α2|ω⃗2 − ω⃗1|2 + α3|ω⃗3 − ω⃗2|2 + µ1

∫
Ω1

|rot u⃗1|2dΩ1 + µ3

∫
Ω3

|rot u⃗3|2dΩ3

}
+

+
3∑

k=1

M⃗k · ω⃗k +
3∑

k=1

ρk

∫
Ωk

f⃗k · u⃗kdΩk. (3.1)

Это соотношение есть закон баланса полной энергии изучаемой гидромехани-
ческой системы, записанный в дифференциальной форме. Действительно, слева в
(3.1) стоит скорость изменения по времени полной (кинетической + потенциаль-
ной) энергии системы, а справа — мощность сил трения плюс мощность внешних
сил, обусловленная действием дополнительных к гравитационным сил f⃗1, f⃗2, f⃗3
соответственно, а также моментов сил M⃗1, M⃗2 и M⃗3, которые выражены через эти
силы.

4. Начально-краевая задача о малых движениях
системы сочлененных гиростатов

Задача (2.1)—(2.8) исследуется методами функционального анализа, в частно-
сти, теорией полугрупп операторов, теорией линейных эволюционных уравнений
в гильбертовом пространстве и др.
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Будем считать искомые функции u⃗k(t, x), ∇pk(t, x) функциями переменной t со
значениями в гильбертовом пространстве L⃗2(Ωk) с нормой

∥u⃗k∥2L⃗2(Ωk)
:=

∫
Ωk

|u⃗k|2dΩk, k = 1, 3, (4.1)

и соответствующим скалярным произведением. Тогда, в силу ортогонального раз-
ложения (см., например, [6], c. 38)

L⃗2(Ωk) = J⃗0(Ωk)⊕ G⃗(Ωk), (4.2)

J⃗0(Ωk) :=
{
u⃗k ∈ L⃗2(Ωk) : divu⃗k = 0 (в Ωk), u⃗k · n⃗ =: uk,n = 0 (на Sk = ∂Ωk)

}
,

G⃗(Ωk) :=
{
u⃗k ∈ L⃗2(Ωk) : u⃗k = ∇pk

}
,

приходим к выводу, что в уравнениях (2.4)–(2.6)

u⃗k ∈ J⃗0(Ωk), ∇pk ∈ G⃗(Ωk), k = 1, 3. (4.3)

Введем еще пространства (см. [6])

J⃗ 1
0 (Ωk) :=

{
u⃗k ∈ L2(Ωk) :

∫
Ωk

|rotu⃗k|2dΩk =: ∥u⃗k∥2J⃗ 1
0 (Ωk)

< ∞,

divu⃗k = 0 (в Ωk), u⃗k = 0 (на Sk)
}
, k = 1, 3, (4.4)

в которых квадрат нормы характеризует мощность диссипативных сил, действу-
ющих в вязкой несжимаемой жидкости, находящейся в области Ωk.

Обозначим через P0,k : L⃗2(Ωk) → J⃗0(Ωk) ортопроектор на J⃗0(Ωk), а через PG,k =

(Ik − P0,k) — ортопроектор на G⃗(Ωk).
Введем операторы Стокса Ak, k = 1, 3 (см. [6], а также [5, с. 111–112]), действу-

ющие по закону
Aku⃗k := −P0,k△u⃗k, (4.5)

D(Ak) :=
{
u⃗k ∈ H⃗2(Ωk) : divu⃗k = 0 (в Ωk), u⃗k = 0 (на Sk = ∂Ωk)

}
⊂

⊂ J⃗1
0 (Ωk) ⊂ J⃗0(Ωk).

Действуя ортопроекторами P0,k, k = 1, 3, на обе части уравнений (2.4), (2.5) и
(2.6) соответственно, будем иметь (после замены ∂/∂t на d/dt)

ρ1

(
du⃗1

dt
+ P0,1

(
dω⃗1

dt
× r⃗1

))
= −µ1A1u⃗1 + ρ1P0,1f⃗1 (t) , (4.6)

ρ2

(
du⃗2

dt
+ P0,2

(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2

))
= ρ2P0,2f⃗2 (t) , (4.7)
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ρ3

(
du⃗3

dt
+ P0,3

(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3

))
= −µ3A3u⃗3+ρ3P0,3f⃗3 (t) . (4.8)

Аналогичные проектирования на подпространства G⃗ (Ωk) приводят к соотно-
шениям

ρ1PG,1

(
dω⃗1

dt
× r⃗1

)
= −∇p1 + µ1PG,1△u⃗1 + ρ1PG,1f⃗1, (4.9)

ρ2PG,2

(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2

)
= −∇p2 + ρ2PG,2f⃗2, (4.10)

ρ3PG,3

(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3

)
= −∇p3 + µ3PG,3△u⃗3 + ρ3PG,3f⃗3. (4.11)

Из (4.9)–(4.11) следует, что если поля u⃗k(t, x) и функции ω⃗k(t) уже найдены,
то поля ∇pk(t, x) находятся непосредственно, и они не входят в другие уравне-
ния исследуемой проблемы. Поэтому в дальнейшем будем исследовать систему
уравнений (2.1)–(2.3), (4.6)–(4.8), (2.7) с начальными условиями (2.8).

Соотношение (4.7) позволяет вычислить непосредственно поле du⃗2/dt через
dω⃗1/dt, dω⃗2/dt и f⃗2. Подставим это выражение для du⃗2/dt в уравнения (2.1) и
(2.2).

Проведя ряд преобразований, получим, что задача (2.1)–(2.3), (4.6)–(4.8), (2.7)
с начальными условиями (2.8) приводится к задаче Коши для дифференциально-
операторного уравнения первого порядка в гильбертовом пространстве
H̃ =

(
J⃗0 (Ω1)⊕ J⃗0 (Ω3)

)
⊕ (C3)

3 ⊕ (C2)
3 с соответствующей нормой:

C11 C12 0
C21 C22 0
0 0 I

 d

dt

u⃗
ω⃗
η⃗

+

A11 0 0

0 A22 ig1/2P2B
1/2
22

0 ig1/2B
1/2
22 P2 0

u⃗
ω⃗
η⃗

 =

 f⃗

M⃗

0⃗

 ,

u⃗(0) = u⃗ 0, ω⃗(0) = ω⃗ 0, η⃗(0) = η⃗ 0 := −ig1/2B
1/2
22 P2δ⃗

0, (4.12)

а также к тривиальной проблеме

d

dt
δ⃗ 3
k = ω⃗ 3

k , δ⃗ 3
k (0) = δ⃗ 3,0

k , k = 1, 3. (4.13)

В задаче (4.12) искомыми функциями t являются следующие вектор-столбцы,
составленные из вектор-функций:

ω⃗ := (ω⃗1; ω⃗2; ω⃗3)
τ ∈

(
C3
)3

, δ⃗ := (δ⃗1; δ⃗2; δ⃗3)
τ ∈

(
C3
)3

, (4.14)

u⃗ := (u⃗1; u⃗3)
τ ∈ (D (A1)⊕D (A3)) ⊂

(
J⃗ 1
0 (Ω1)⊕ J⃗ 1

0 (Ω3)
)
=

=
(
D
(
A

1/2
1

)
⊕D

(
A

1/2
3

))
⊂
(
J⃗0 (Ω1)⊕ J⃗0 (Ω3)

)
,

где символ (·; ·)τ означает транспонирование (строки).
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Операторные матрицы в задаче (4.12) заданы посредством следующих формул:

C11u⃗ := (ρ1u⃗1; ρ3u⃗3)
τ ; (4.15)

C12ω⃗ :=

(
ρ1P0,1 (ω⃗1 × r⃗1)

ρ3P0,3

(
ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × h⃗2 + ω⃗3 × r⃗3

))
; (4.16)

C21u⃗ :=


ρ1
∫
Ω1

(r⃗1 × u⃗1) dΩ1 + ρ3
∫
Ω3

(
h⃗1 × u⃗3

)
dΩ3

ρ3
∫
Ω3

(
h⃗2 × u⃗3

)
dΩ3

ρ3
∫
Ω3

(r⃗3 × u⃗3) dΩ3

 ; (4.17)

C22ω⃗ :=



∫
G1

r⃗1 × (ω⃗1 × r⃗1) dm1 + ρ02
∫

Ω02

h⃗1 ×
(
ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × r⃗2

)
dΩ02+

+ρ2
∫
Ω2

h⃗1 ×
[
PG,2

(
ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × r⃗2

) ]
dΩ2+

+
∫
G3

h⃗1 ×
(
ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × h⃗2 + ω⃗3 × r⃗3

)
dm3;

ρ02
∫

Ω02

r⃗2 ×
(
ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × r⃗2

)
dΩ02+

+ρ2
∫
Ω2

r⃗2 ×
[
PG,2

(
ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × r⃗2

) ]
dΩ2+

+
∫
G3

h⃗2 ×
(
ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × h⃗2 + ω⃗3 × r⃗3

)
dm3;∫

G3

r⃗3 ×
(
ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × h⃗2 + ω⃗3 × r⃗3

)
dm3



; (4.18)

A11 := diag(µ1A1;µ3A3), A22 :=

α1 + α2 −α2 0
−α2 α2 + α3 −α3

0 −α3 α3

 ; (4.19)

B22 := diag(m1l1 + (m2 +m3)h1;m2l2 +m3h2;m3l3). (4.20)

Отметим, что в (4.12) f⃗ = f⃗(t) и M⃗ = M⃗(t) — известные функции, определяе-
мые заданными функциями:

f⃗ :=
(
ρ1P0,1f⃗1; ρ3P0,3f⃗3

)τ
, (4.21)

M⃗ :=



∫
G1

r⃗1 × f⃗1dm1 + ρ02
∫

Ω02

h⃗1 × f⃗02dΩ02 + ρ2
∫
Ω2

h⃗1 ×
(
PG,2f⃗2

)
dΩ2+

+
∫
G3

h⃗1 × f⃗3dm3;

ρ02
∫

Ω02

r⃗2 × f⃗02dΩ02 + ρ2
∫
Ω2

r⃗2 ×
(
PG,2f⃗2

)
dΩ2 +

∫
G3

h⃗2 × f⃗3dm3;∫
G3

r⃗3 × f⃗3dm3


. (4.22)

Сформулируем свойства операторных матриц уравнения (4.12).

ISSN 0203–3755 Динамические системы, вып. 28 (2010)



МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ СОЧЛЕНЕННЫХ ГИРОСТАТОВ 31

Лемма 1. Операторная матрица C = (Cjk)
2
j,k=1, действующая в пространстве

H :=
(
J⃗0 (Ω1)⊕ J⃗0 (Ω3)

)
⊕ (C3)

3 с нормой

∥(u⃗; ω⃗)τ∥2H :=

∫
Ω1

|u⃗1|2dΩ1 +

∫
Ω3

|u⃗3|2dΩ3 +
3∑

k=1

|ω⃗k|2, (4.23)

является ограниченным положительно определенным оператором.

Некоторые элементы операторной матрицы A связаны с диссипацией энергии
в гидросистеме: они обусловлены действием вязких сил в областях Ωk и действием
сил трения в шарнирах.

Лемма 2. Операторная матрица

A :=

A11 0 0

0 A22 ig1/2P2B
1/2
22

0 ig1/2B
1/2
22 P2 0

 , (4.24)

D(A) := D(A11)⊕
(
C3
)3 ⊕ (C2

)3
, (4.25)

является максимальным аккретивным оператором, действующим в простран-
стве H̃.

Эти свойства операторных коэффициентов в уравнении (4.12) позволяют дока-
зать теорему о существовании и единственности сильного решения задачи Коши
(4.12), а затем и теорему о существовании сильного решения исходной начально-
краевой задачи (2.1)—(2.8).

Определение 1. Будем говорить, что задача (2.1)—(2.8) имеет сильное решение
на отрезке [0, T ], если для этого решения в уравнениях движения (2.4)—(2.6) все
слагаемые являются непрерывными функциями t ∈ [0, T ] со значениями в L⃗2(Ωk)
соответственно, k = 1, 2, 3, а слагаемые в уравнениях (2.1)—(2.3) – непрерывными
функциями t ∈ [0, T ] со значениями в R3. �

Теорема 1. Пусть в задаче (2.1)—(2.8) выполнены условия

u⃗ 0
1 ∈ D(A1) ⊂ J⃗ 1

0 (Ω1), u⃗ 0
2 ∈ J⃗0(Ω2), u⃗ 0

3 ∈ D(A3) ⊂ J⃗ 1
0 (Ω3),

f⃗k(t, x) ∈ Cα
(
[0, T ]; L⃗2(Gk)

)
, 0 < α ≤ 1, k = 1, 3,

ω⃗ 0
k ∈ C3, δ⃗ 0

k ∈ C3, k = 1, 3. (4.26)

Тогда эта задача имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ]. �
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5. Нормальные колебания системы сочлененных гиростатов

Будем считать, что на систему сочлененных гиростатов не действует дополни-
тельное поле внешних сил, т.е. f⃗(t, x) ≡ 0⃗. Движения такого вида будем называть
свободными.

Определение 2. Будем говорить, что решение задачи о свободных движениях
системы сочлененных гиростатов являются нормальными колебаниями, если ис-
комые функции зависят от t по закону exp(−λt), т.е.

δ⃗k(t) = e−λtδ⃗k, ω⃗k(t) = e−λtω⃗k, k = 1, 3,

u⃗k(t, x) = e−λtu⃗k(x), pk(t, x) = e−λtpk(x), k = 1, 3. (5.1)

Для решения вида (5.1) однородной задачи (4.12) приходим к спектральной
проблеме видаA11 0 0

0 A22 ig1/2B
1/2
22

0 −ig1/2B
1/2
22 P2 0

u⃗
ω⃗
η⃗

 = λ

C11 C12 0
C21 C22 0
0 0 −I

u⃗
ω⃗
η⃗

 . (5.2)

(Здесь в последнем уравнении (4.12) обе его части умножены на -1).
Тривиальная проблема (4.13) соответственно дает соотношение

ω⃗3
k = −λδ⃗ 3

k , k = 1, 3. (5.3)

Введем искомый элемент w⃗ := (u⃗; P2ω⃗; ω⃗
3)τ и перепишем (5.2) в новом блочно-

векторном виде (
Ã11 Ã12

Ã21 0

)(
w⃗
η⃗

)
= λ

(
C 0
0 −I

)(
w⃗
η⃗

)
, (5.4)

Ã11 := diag(A11;P2A22P2;P
3A22P

3), Ã12 := (0;−ig1/2B
1/2
22 ; 0), Ã21 = Ã∗

12; (5.5)

C :=

 C11 C12P2 C12P
3

P2C21 P2C22P2 P2C22P
3

P 3C21 P 3C22P2 P 3C22P
3

 , (5.6)

где P 3 – дополнительный ортопроектор по отношению к проектору P2.
Осуществим в (5.4) замену

C1/2w⃗ = z⃗. (5.7)

Тогда вместо (5.4) приходим к задаче(
C−1/2Ã11C

−1/2 C−1/2Ã12

Ã21C
−1/2 0

)(
z⃗
η⃗

)
= λ

(
I1 0
0 −I2

)(
z⃗
η⃗

)
, (5.8)

где операторная матрица слева необратима.
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Введем теперь в (5.8) новый спектральный параметр µ по формуле

λ = µ− a, a > 0. (5.9)

Такая замена приводит к сдвигу спектра на величину a > 0 и не изменяет соб-
ственных и присоединенных (корневых) элементов задачи (5.8).

Возникает спектральная проблема(
C−1/2Ã11C

−1/2 + aI1 C−1/2Ã12

Ã21C
−1/2 −aI2

)(
z⃗
η⃗

)
= µ

(
I1 0
0 −I2

)(
z⃗
η⃗

)
, (5.10)

в которой теперь операторная матрица слева является обратимым оператором.
Введем теперь в (5.10) оператор канонической симметрии J := diag(I1;−I2),

J = J ∗ = J −1; тогда коротко задачу можно переписать в виде

Aav⃗ = µJ v⃗, v⃗ := (z⃗; η⃗)τ ∈ D(Aa), (5.11)

Aa :=

(
C−1/2Ã11C

−1/2 + aI1 C−1/2Ã12

Ã21C
−1/2 −aI2

)
, (5.12)

а от нее перейти к задаче

JA−1
a y⃗ = νy⃗, y⃗ := Aav⃗, ν = µ−1 = (λ+ a)−1 (5.13)

на собственные значения для компактного J -самосопряженного оператора JA−1
a ,

действующего в пространстве H̃ =
(
J⃗0(Ω1)

)
⊕
(
J⃗0(Ω3)

)
⊕ (C3)

3 ⊕ (C2)
3
.

Пространство H̃, снабженное индефинитной метрикой [y⃗1, y⃗2] := (J y⃗1, y⃗2)H̃,
∀ y⃗1, y⃗2 ∈ H̃, превращается в пространство Понтрягина Π6.

Приведем свойства решений исследуемой спектральной задачи:
10. Спектр задачи является дискретным и расположен в замкнутой правой

полуплоскости Re λ ≥ 0 симметрично относительно вещественной оси.
20. Задача имеет не более 6 пар комплексно сопряженных собственных значе-

ний, а также тех вещественных (положительных) собственных значений, которым,
кроме собственных, отвечают также присоединенные элементы.

30. Асимптотическое поведение ветви положительных собственных значений
{λ+

j }∞j=1 ⊂ R+ таково:

λ+
j =

[
1

3π2

(
|Ω1|ν−3/2

1 + |Ω3|ν−3/2
3

)]−2/3

j2/3[1 + o(1)] (j → ∞). (5.14)

40. Пространство H̃ = Π6 разбивается в J -ортогональную сумму двух подпро-
странств, Π6 = Π+[+]Π−, dimΠ− ≤ 12, инвариантных для оператора JA−1

a (см.
(5.13)); в подпространстве Π+ существует J -ортонормированный базис {y⃗+

j }∞j=1 ⊂
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Π+, составленный из собственных элементов задачи (5.13), отвечающих положи-
тельным собственным значениям {ν+

j }∞j=1, ν+
j = 1/(λ+

j + a), ν+
1 ≥ ν+

2 ≥ · · · ,
ν+
j → +0 (j → ∞); вся совокупность собственных и присоединенных (корневых)

элементов задачи (5.13) образует почти J -ортонормированный базис в простран-
стве Понтрягина Π6 = H̃; если задача (5.13) не имеет невещественных собственных
значений и присоединенных элементов, то собственные элементы этой задачи об-
разуют J -ортогональный базис во всем пространстве Π6 = H̃.
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