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Àíîòàöiÿ. Â ðîáîòi ïðîâåäåíî àíàëiç ñèñòåì ïîðiâíÿííÿ Â.Ä.Ôóðàñîâà. Ïîêàçàíî, ùî âèãëÿä
ñèñòåì ïîðiâíÿííÿ çàëåæèòü âiä âèáîðó ôóíêöié Ëÿïóíîâà, ÿêi âõîäÿòü äî âåêòîðíî¨ ôóíêöi¨
Ëÿïóíîâà. Äîâåäåíî òâåðäæåííÿ, ùî çà óìîâ ïîêðàùåííÿ âèáîðó ôóíêöié Ëÿïóíîâà ç óðàõóâàí-
íÿì iíòåãðàëüíîãî êðèòåðiþ ÿêîñòi, ñèñòåìà ïîðiâíÿííÿ ìîæå áóòè ïîêðàùåíà ç òî÷êè çîðó
çàïàñó ¨¨ ñòiéêîñòi.

Çàãàëüíi ïèòàííÿ. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó âåêòîðíèõ ôóíêöié Ëÿïóíîâà (ÂÔË)
äëÿ äîñëiäæåííÿ áàãàòîìiðíèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

x′ = Ax, x ∈ RN , (1)

ïåðåäáà÷à¹ ðîçáèòòÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè íà ïiäñèñòåìè, ïîáóäîâó ôóíêöié Ëÿïóíîâà
äëÿ êîæíî¨ ïiäñèñòåìè i àíàëiç âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè ïîðiâíÿííÿ (ÑÏ)[1]

y′ = Py, y ∈ Rm, m < N. (2)

Äîáðå âiäîìi i øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiçíi ñïîñîáè ïîáóäîâè âåêòîðíèõ
ôóíêöié Ëÿïóíîâà i ñèñòåì ïîðiâíÿíü, ùî áàçóþòüñÿ íà çàäàííi ¨õ ñòðóêòóðè.
Ñåðåä íèõ íàéáiëüø ïîøèðåíèìè ¹ ìåòîä ïîáóäîâè ñèñòåìè ïîðiâíÿííÿ Áåéëi [2]
òà ìåòîä Ôóðàñîâà [3]. Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ñèñòåìà (1) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó
âèãëÿäi ñóêóïíîñòi ïiäñèñòåì ìåíüøî¨ ðîçìiðíîñòi

x′i = Aixi +
m∑

j=1,j 6=i

Bijxj, i = 1,m, xi ∈ Rni ,

m∑
i=1

ni = N. (3)

Çà êîìïîíåíòè ÂÔË ïðèéìàþòüñÿ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà äëÿ içîëüîâàíèõ ïiäñè-
ñòåì

x′i = Aixi, i = 1,m. (4)
à ñèñòåìà ïîðiâíÿííÿ áóäó¹òüñÿ íà îñíîâi îöiíîê ïîõiäíî¨ ÂÔË â ñèëó ïîâíî¨ ñè-
ñòåìè. Ïðè öüîìó, ÿêùî ÑÏ, ÿêà ôîðìó¹òüñÿ, àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà, òî âèõiäíà
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ñèñòåìà (1) òàêîæ áóäå àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ [1]. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ïðî
ñòiéêiñòü ñèñòåìè (1) íi÷îãî íåìîæíà ñêàçàòè.

Áóäåìî áóäóâàòè ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì (4) ó âèãëÿäi êâàäðàòè÷íèõ
ôîðì

vi(xi) = (xi, Hixi), i = 1,m, (5)

ç äîäàòíüî âèçíà÷åíèìè, ñèìåòðè÷íèìè ìàòðèöÿìè Hi, i = 1, m.
ßêùî ìàòðèöi Ai, i = 1,m, ïiäñèñòåì (4) ãóðâiöåâi, òîäi çíàõîäæåííÿ ôóíêöié

Ëÿïóíîâà çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü Ëÿïóíîâà

AT
i Hi + HiAi = −Ci, i = 1,m (6)

ç äîâiëüíèìè äîäàòíüî âèçíà÷åíèìè, ñèìåòðè÷íèìè ìàòðèöÿìè Ci, i = 1,m â
ïðàâié ÷àñòèíi.

Àíàëiç ñèñòåì ïîðiâíÿííÿ ïîêàçàâ, ùî âèãëÿä ÑÏ çàëåæèòü âiä âèáîðó ôóíêöié
Ëÿïóíîâà, ùî âõîäÿòü äî ÂÔË. Â ðîáîòi àâòîðà [4] âæå áóëî äîâåäåíî, ùî çà óìîâ
ïîêðàùåííÿ âèáîðó ôóíêöié Ëÿïóíîâà ç óðàõóâàííÿì iíòåãðàëüíîãî êðèòåðiþ [5],
ÑÏ Áåéëi äîñèòü ÷àñòî ìîæå áóòè ïîêðàùåíà ç òî÷êè çîðó çàïàñó ñòiéêîñòi.

Îñíîâíîþ ìåòîþ öi¹¨ ðîáîòè ¹ ðîçðîáêà ñïîñîáó îïòèìiçàöi¨ ëiíiéíèõ ñèñòåì
ïîðiâíÿííÿ, çàïðîïîíîâàíèõ Â. Ä. Ôóðàñîâèì, à òàêîæ ïîðiâíÿííÿ ÿêîñòi ñèñòåì
Áåéëi òà Ôóðàñîâà çà ïîêàçíèêîì çàïàñó ñòiéêîñòi.

Îçíà÷åííÿ 1. Äiéñíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ P = {pij}i,j=1,n ðîçìiðíîñòi n íàçèâà-
¹òüñÿ äîäàòíîþ (íåâiä'¹ìíîþ), ÿêùî pij > 0 (pij ≥ 0), i, j = 1, n.

Îçíà÷åííÿ 2. Äiéñíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ P = {pij}i,j=1,n ðîçìiðíîñòi n íàçèâà-
¹òüñÿ ïîçèòèâíîþ (M-ìàòðèö¹þ), ÿêùî pij ≥ 0, i,j = 1, n, i 6= j.

Äëÿ äîäàòíèõ (íåâiä'¹ìíèõ) i ïîçèòèâíèõ ìàòðèöü áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
òðàäèöiéíi ïîçíà÷åííÿ P > (≥)0 . Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîçèòèâíî¨
ìàòðèöi P = {pij}i,j=1,n ìàòðèöÿ Q = P +γE, äå γ ≥ − min

1≤i≤n,pii<0
pii, E � îäèíè÷íà

ìàòðèöÿ, áóäå íåâiä'¹ìíîþ ìàòðèöåþ Q ≥ 0, òîáòî qij ≥ 0, i,j = 1, n.

Ïðèïóñòèìî, ùî çàäàíà ñèñòåìà (1) . Çàôiêñó¹ìî ðîçáèòòÿ ìàòðèöi A ñèñòåìè
(1) íà ïiäñèñòåìè (3). Ñèñòåìà ïîðiâíÿííÿ Ôóðàñîâà áóäå ìàòè âèãëÿä [3]

y′ = Py, P = {pij}i,j=1,m, (7)

pij =

{ −λmin(Ci)/(2 ∗ λmax(Hi), i = j,√
λmax(Hi)/λmin(Hj) ‖Bij‖ , i 6= j,

(8)

äå λmax(·), λmin(·) - ìàêñèìàëüíå i ìiíiìàëüíå âëàñíi ÷èñëà âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü.
Âèõîäÿ÷è ç âèãëÿäó ÑÏ (7), (8), ñôîðìóëþ¹ìî

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 23 (2007)



ÏÐÎ ÎÏÒÈÌIÇÀÖIÞ ÏÎÁÓÄÎÂÈ ËIÍIÉÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÏÎÐIÂÍßÍÍß 23

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ïîðiâíÿííÿ (7), (8) áóëà àñèìòîòè÷íî ñòié-
êîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé

2r∆r

r∏
i=1

q(Hi)+

+ 2r−1
∑

1≤i1,i2,...,ir−1≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−1

jk∈{i1,i2,...,ir−1}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−1j1




q(Hi1)q(Hi2) · · · q(Hir−1)+

+ 2r−2
∑

1≤i1,i2,...,ir−2≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−2

jk∈{i1,i2,...,ir−2}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−2j1




q(Hi1)q(Hi2) · · · q(Hir−2) + . . .

. . . + 2
r∑

i,j=1
j 6=i

tijtjiq(Hi)q(Hj) < 1, r = 2,m (9)

äå

q(Hi) =
λmax(Hi)

λmin(Ci)

√
λmax(Hi)

λmin(Hi)
, i = 1,m, (10)

∆r = (−1)r−1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 t12 . . . t1r

t21 0 . . . t2r

. . . . . . . . . . . .
tr1 tr2 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
, r = 2,m, tij = ‖Bij‖, i, j = 1, m, i 6= j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöÿ Ð ñèñòåìè ïîðiâíÿííÿ ¹ ïîçèòèâíîþ. Äëÿ äîñëiäæåí-
íÿ ñòiéêîñòi ÑÏ ìîæíà âèêîðèñòàòè êðèòåðié Ñåâàñòüÿíîâà-Êîòåëÿíñüêîãî [6]. Çà
íèì äëÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ÑÏ íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ
íåðiâíîñòi

p11 < 0,

∣∣∣∣
p11 p12

p21 p22

∣∣∣∣ > 0, . . . , (−1)m det P > 0. (11)

Ïîêàæåìî íåîáõiäíiñòü âèêîíàííÿ óìîâè (9). Íåõàé ÑÏ (7), (8) àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêà. Òîäi ñïðàâåäëèâèìè ¹ íåðiâíîñòi (11). Âèíîñèìî ç êîæíîãî ñòîâïöÿ ìíîæ-
íèê 1/

√
λmin(Hj), j = 1,m, à ïîòiì ç êîæíîãî ðÿäêà

√
λmax(Hi), i = 1,m, i,

âðàõîâóþ÷è, ùî p11 < 0, ïåðåòâîðèìî ñèñòåìó íåðiâíîñòåé (11) äî âèãëÿäó
∣∣∣∣∣∣
− λmin(C1)

2λmax(H1)

√
λmin(H1)
λmax(H1)

‖B12‖
‖B21‖ − λmin(C2)

2λmax(H2)

√
λmin(H2)
λmax(H2)

∣∣∣∣∣∣
> 0, (12)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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(−1)m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− λmin(C1)
2λmax(H1)

√
λmin(H1)
λmax(H1)

‖B12‖ . . . ‖B1m‖
‖B21‖ − λmin(C2)

2λmax(H2)

√
λmin(H2)
λmax(H2)

. . . ‖B2m‖
. . . . . . . . . . . .

‖Bm1‖ ‖Bm2‖ . . . − λmin(Cm)
2λmax(Hm)

√
λmin(Hm)
λmax(Hm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

> 0.

Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòåé äëÿ äîâiëüíîãî r = 2,m [7]
∣∣∣∣∣∣∣∣

α1 t12 . . . t1r

t21 α2 . . . t2r

. . . . . . . . . . . .
tr1 tr2 . . . αr

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

r∏
i=1

αi −
r∑

i,j=1
j>i

tijtji

r∏

l=1
l 6=i
l 6=j

αl+

+
r∑

i,j,k=1
k>j>i

tijtjktki

r∏

l=1
l 6=i
l 6=j
l 6=k

αl + . . . + (−1)r+1∆r, (13)

äå αi = − λmin(Ci)
2λmax(Hi)

√
λmin(Hi)
λmax(Hi)

, tij = ‖Bij‖, i, j = 1,m, i 6= j, ∆r, (∆r ≥ 0) � âåëè÷èíà
âèçíà÷íèêà (10) ïîðÿäêó r, r = 2,m, ç íóëüîâèìè äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè [7].

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ αi, i = 1,m, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó íåðiâíîñòåé

2r∆r

r∏
i=1

q(Hi)+

+ 2r−1
∑

1≤i1,i2,...,ir−1≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−1

jk∈{i1,i2,...,ir−1}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−1j1




q(Hi1)q(Hi2) · · · q(Hir−1)+

+ 2r−2
∑

1≤i1,i2,...,ir−2≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−2

jk∈{i1,i2,...,ir−2}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−2j1




q(Hi1)q(Hi2) · · · q(Hir−2) + . . .

. . . + 2
r∑

i,j=1
j 6=i

tijtjiq(Hi)q(Hj) < 1, r = 2,m (14)

äå q(Hi), i = 1, m âèçíà÷åíi â (10). Òàêèì ÷èíîì, íåîáõiäíiñòü äîâåäåíî.
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Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi çàóâàæèìî, ùî ïðè âèêîíàííi íåðiâíîñòåé (14) ñïðà-
âåäëèâèìè ¹ íåðiâíîñòi (12). Òàêèì ÷èíîì, çà óìîâ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé (9)
ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi (12) i ñèñòåìà ïîðiâíÿííÿ (7),(8) áóäå àñèìïòîòè÷íî ñòié-
êîþ.

ßê âæå áóëî ñêàçàíî âèùå, iç ñòiéêîñòi ÑÏ ñëiäó¹ ñòiéêiñòü âèõiäíî¨ ñèñòåìè.
Çâîðîòíå òâåðäæåííÿ âiðíî íå çàâæäè, òîáòî ìåòîä ÂÔË íîñèòü äîñòàòíié õàðàê-
òåð. Çðîçóìiëî, âèíèêà¹ áàæàííÿ îòðèìàòè òàêi óìîâè ó âèãëÿäi ÑÏ (7), (8), ÿêi
á áóëè íàéáiëüø áëèçüêèìè äî íåîáõiäíèõ.

Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (1) ïîáóäîâàíà ÑÏ Ôóðàñîâà (7), (8). Ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà
êâàäðàòè÷íîãî âèãëÿäó (5) v1(x1), v2(x2), . . . , vm(xm) ñêëàäàþòü âåêòîðíó ôóíêöiþ
Ëÿïóíîâà. Ïðèïóñòèìî, ùî â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ äåÿêî¨ ïðîöåäóðè îòðèìàíî
iíøi ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà v̄i(xi) = (xT

i , H̄ixi), i = 1,m.
Òåîðåìà 2. ßêùî ïðè çìiíi âåêòîðíî¨ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìè (1) âèêîíó-
þòüñÿ íåðiâíîñòi q(Hi) ≥ q(H̄i), i = 1,m, i õî÷à á äëÿ îäíîãî j = 1,m q(Hj) >
q(H̄j), òî çàïàñ ñòiéêîñòi ÑÏ, ïîáóäîâàíî¨ ïî ôóíêöiÿì v̄i(xi), i = 1,m, áóäå
âèùèé çà çàïàñ ñòiéêîñòi âèõiäíî¨ ÑÏ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðîçãëÿíåìî ÑÏ Ôóðàñîâà (7), (8). Êðèòåði¹ì ¨¨ ñòiéêîñòi ¹ âèêî-
íàííÿ íåðiâíîñòi (9). Î÷åâèäíî, ùî ïðè çàäàíîìó ðîçáèòòi ñèñòåìè (1) íà ïiäñè-
ñòåìè (3), òîáòî ïðè ôiêñîâàíèõ tij = ‖Bij‖ , i, j = 1,m, i 6= j, iç çìåíøåííÿì
çíà÷åíü q(Hi) = λmax(Hi)

λmin(Ci)

√
λmax(Hi)
λmin(Hi)

, i = 1,m âåëè÷èíà ëiâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (12)
çìåíøó¹-òüñÿ.

Ìîæëèâi äâà âèïàäêè.
1. ÑÏ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà. Òîäi ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè ñïðàâåäëèâå ñïiâ-

âiäíîøåííÿ

1 > 2r∆r

r∏
i=1

q(Hi)+

+2r−1
∑

1≤i1,i2,...,ir−1≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−1

jk∈{i1,i2,...,ir−1}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−1j1




q(Hi1)q(Hi2) · · · q(Hir−1) +

+2r−2
∑

1≤i1,i2,...,ir−2≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−2

jk∈{i1,i2,...,ir−2}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−2j1




q(Hi1)q(Hi2) · · · q(Hir−2) + . . .

. . . + 2
r∑

i,j=1
j 6=i

tijtjiq(Hi)q(Hj) > 2r∆r

r∏
i=1

q(H̄i)+
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+2r−1
∑

1≤i1,i2,...,ir−1≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−1

jk∈{i1,i2,...,ir−1}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−1j1




q(H̄i1)q(H̄i2) · · · q(H̄ir−1)+

+2r−2
∑

1≤i1,i2,...,ir−2≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−2

jk∈{i1,i2,...,ir−2}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−2j1




q(H̄i1)q(H̄i2) · · · q(H̄ir−2) + . . .

. . . + 2
r∑

i,j=1
j 6=i

tijtjiq(H̄i)q(H̄j), r = 2,m

i ÑÏ, ïîáóäîâàíà ïî ôóíêöiÿì v̄i(xi) = (xT
i , H̄ixi), i = 1,m, òàêîæ áóäå àñèìïòî-

òè÷íî ñòiéêîþ.
Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî ïðè çáiëüøåííi q(Hi), i = 1,m ìîæíà îòðèìàòè ÑÏ,

ÿêà íå áóäå àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ.
2. ÑÏ Ôóðàñîâà íåñòiéêà. Òîäi iñíó¹ õî÷à á îäíå 2 ≤ r ≤ m, äëÿ ÿêîãî âèêî-

íó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

2r∆r

r∏
i=1

q(Hi)+

+ 2r−1
∑

1≤i1,i2,...,ir−1≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−1

jk∈{i1,i2,...,ir−1}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−1j1




q(Hi1)q(Hi2) · · · q(Hir−1)+

+ 2r−2
∑

1≤i1,i2,...,ir−2≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−2

jk∈{i1,i2,...,ir−2}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−2j1




q(Hi1)q(Hi2) · · · q(Hir−2) + . . .

. . . + 2
r∑

i,j=1
j 6=i

tijtjiq(Hi)q(Hj) ≥ 1. (15)

ßêùî âèêîíàíî óìîâè òåîðåìè, òî äëÿ âñiõ 2 ≤ r ≤ m, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü (15), áóäå ñïðàâåäëèâî

2r∆r

r∏
i=1

q(Hi)+
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+2r−1
∑

1≤i1,i2,...,ir−1≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−1

jk∈{i1,i2,...,ir−1}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−1j1




q(Hi1)q(Hi2) · · · q(Hir−1)+

+2r−2
∑

1≤i1,i2,...,ir−2≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−2

jk∈{i1,i2,...,ir−2}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−2j1




q(Hi1)q(Hi2) · · · q(Hir−2) + . . .

. . . + 2
r∑

i,j=1
j 6=i

tijtjiq(Hi)q(Hj) > 2r∆r

r∏
i=1

q(H̄i)+

+2r−1
∑

1≤i1,i2,...,ir−1≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−1

jk∈{i1,i2,...,ir−1}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−1j1




q(H̄i1)q(H̄i2) · · · q(H̄ir−1)+

+2r−2
∑

1≤i1,i2,...,ir−2≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−2

jk∈{i1,i2,...,ir−2}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−2j1




q(H̄i1)q(H̄i2) · · · q(H̄ir−2) + . . .

. . . + 2
r∑

i,j=1
j 6=i

tijtjiq(H̄i)q(H̄j).

Âèçíà÷èìî â ÿêîñòi ïîêàçíèêà íåñòiéêîñòi ñèñòåìè ïîðiâíÿííÿ âåëè÷èíó

D = max dr,

äå çíà÷åííÿ dr îá÷èñëþþòüñÿ ó âèãëÿäi ðiçíèöü

2r∆r

r∏
i=1

q(Hi)+

+2r−1
∑

1≤i1,i2,...,ir−1≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−1

jk∈{i1,i2,...,ir−1}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−1j1




q(Hi1)q(Hi2) · · · q(Hir−1)+
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+2r−2
∑

1≤i1,i2,...,ir−2≤r
ip 6=iq




∑
j1,j2,...,jr−2

jk∈{i1,i2,...,ir−2}
jp 6=jq

tj1j2tj2j3 · · · tjr−2j1




q(Hi1)q(Hi2) · · · q(Hir−2) + . . .

. . . + 2
r∑

i,j=1
j 6=i

tijtjiq(Hi)q(Hj)− 1,

äëÿ âñiõ 2 ≤ r ≤ m òàêèõ, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (15).
Î÷åâèäíî, ùî ïðè çìiíi ôóíêöié Ëÿïóíîâà, ÿêi ñêëàäàþòü âåêòîðíó ôóíêöiþ

Ëÿïóíîâà, ìîæå áóòè îòðèìàíà àáî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà ÑÏ (çà óìîâ âèêîíàííÿ
íåðiâíîñòi (9)), àáî, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, ñèñòåìà ïîðiâíÿííÿ, ó ÿêî¨ îöiíêà
çàïàñó íåñòiéêîñòi D íå çáiëüøó¹òüñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè äîâiëüíó ñèñòåìó ïîðiâíÿííÿ ìîæíà
ïîêðàùèòè ç ÿêiñíî¨ òî÷êè çîðó. Äëÿ öüîãî âèáið ôóíêöié Ëÿïóíîâà äëÿ ïiäñèñòåì
(4) ïîòðiáíî çäiéñíþâàòè ç óðàõóâàííÿì êðèòåðiþ ó âèãëÿäi

q(Hi) =
λmax(Hi)

λmin(Ci)

√
λmax(Hi)

λmin(Hi)
→ min

Hi,Ci

, i = 1,m, (16)

äå äîäàòíüî âèçíà÷åíi, ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi Hi, Ci, i = 1,m, çâ'ÿçàíi ìàòðè÷íèìè
ðiâíÿííÿìè Ëÿïóíîâà AT

i Hi + HiAi = −Ci, i = 1,m.
ßê âæå áóëî ñêàçàíî âèùå, â ðîáîòi àâòîðà [4] äîâåäåíî, ùî çà óìîâ ïîêðàùåííÿ

âèáîðó ôóíêöié Ëÿïóíîâà ç óðàõóâàííÿì êðèòåðiþ (16), ñèñòåìà ïîðiâíÿííÿ Áåéëi
òàêîæ ìîæå áóòè ïîêðàùåíà ç òî÷êè çîðó çàïàñó ¨¨ ñòiéêîñòi. Â äàíîìó âèïàäêó
ñèñòåìà ïîðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä [4]

y′ = Py, (17)

P = {pij}i,j=1,m,

pij =





−λmin(Ci)/(2 ∗ λmax(Hi), i = j,

2λ2
max(Hi)

m∑
k=1
k 6=i

‖Bik‖/(λmin(Hj)λmin(Ci)), i 6= j, (18)

à íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi íåðiâ-
íîñòi

22m(m−1)
m∏

i=1

q2(Hi)Si +22m−2

m∑
i=1

m∏
j=1
j 6=i

q(Hj)Sj+22m−4

m∑
i,j=1

m∏

l=1
l 6=i
l 6=j

q(Hl)Sl + . . . < 1, (19)
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äå q(Hi), i = 1,m, âèçíà÷åíi â (10), à Si =
m∑

k=1
k 6=i

‖Bik‖, i = 1,m.

Ïðè öüîìó, ñëiä âiçíà÷èòè, ùî óìîâè ñòiéêîñòi áàãàòîìiðíèõ ñèñòåì (1) ó âèãëÿäi
ÑÏ Áåéëi (17) ¹ áiëüø æîðñòêèìè íiæ óìîâè, ùî âèçíà÷åíi â ÑÏ Ôóðàñîâà [3]. Öå
îçíà÷à¹, ùî ó âèïàäêó àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ÑÏ Áåéëi ñèñòåìà ïîðiâíÿííÿ Ôó-
ðàñîâà òàêîæ áóäå àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ. Ìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ñèñòåì ïîðiâíÿííÿ Áåéëi (17), (18) òà Ôóðàñîâà (7), (8) ñïðàâåä-
ëèâi ñïiââiäíîøåííÿ

ik∏
i=i1

q(Hi)Si ≥ 2−k∆k/(k − 1), k = 2, m, (20)

äå q(Hi), Si, i = 1,m, ∆k, k = 2,m, âèçíà÷åíi â (10),(19), 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤
ik ≤ m, ip 6= iq, p 6= q - äîâiëüíi íàáîðè iíäåêñiâ ç äiàïàçîíó [1,m] ðîçìiðíîñòi k,
k = 2,m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåìî óìîâó àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ÑÏ Ôóðàñîâà (7), (8)
ó âèãëÿäi a < 1, ïîçíà÷èâøè ÷åðåç a ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (9), à óìîâó ñòiéêîñòi
ÑÏ Áåéëi (17), (18) - ó âèãëÿäi b < 1, äå b - âiäïîâiäíî, ïîçíà÷åííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè
íåðiâíîñòi (19).

Ç óðàõóâàííÿì áiëüø æîðñòêèõ óìîâ ÑÏ Áåéëi ç íåðiâíîñòi b < 1 ñëiäó¹, ùî
a < 1. Äëÿ ïîðiâíÿííÿ âåëè÷èí a > 0 òà b > 0 îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü 1− a ≥ 1− b,
àáî a ≤ b.

Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíi äîäàíêè â ëiâèõ ÷àñòèíàõ íåðiâíîñòåé (9) òà (19). Íåñêëà-
äíî ïåðåâiðèòè, ùî

22m(m− 1)
m∏

i=1

q2(Hi)Si ≥ 2m∆m

m∏
i=1

q(Hi), (21)

22k(k − 1)

ik∏
i=i1

q2(Hi)Si ≥ 2k∆k

ik∏
i=i1

q(Hi), (22)

äå 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ik ≤ m, ip 6= iq, p 6= q - äîâiëüíi íàáîðè iíäåêñiâ ç äiàïàçîíó
[1,m] ðîçìiðíîñòi k, k = m− 1,m− 2, . . . , 2.

Çâiäñè ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

2k(k − 1)

ik∏
i=i1

q(Hi)Si ≥ ∆k, k = 2,m,

ç ÿêèõ ñëiäóþòü íåðiâíîñòi (20).

Íàñëiäîê 1. Çà óìîâ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ñèñòåìè ïîðiâíÿííÿ Áåéëi (17),(18)
ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi
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ik∏
i=i1

q2(Hi)Si ≤ 2−2k/(k − 1), k = 2,m. (23)

Íàñëiäîê 2. Çà óìîâ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ñèñòåìè ïîðiâíÿííÿ Ôóðàñîâà
(7),(8) ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

ik∏
i=i1

q(Hi) ≤ 2−k/∆k, k = 2,m. (24)

Äîâåäåííÿ íàñëiäêiâ òðèâiàëüíî. Óìîâè (23), (24) îòðèìóþòüñÿ áåçïîñåðåäíüî
ç íåðiâíîñòåé 22k(k − 1)

ik∏
i=i1

q2(Hi)Si ≤ 1 òà 2k∆k

ik∏
i=i1

q(Hi) ≤ 1, k = 2,m.
Íà çàâåðøåííÿ õî÷ó ïîäÿêóâàòè äîêòîðó ôiç.-ìàò. íàóê À. Ã. Ìàçêî çà óâàãó

äî ðîáîòè, çðîáëåíi çàóâàæåííÿ òà îáãîâîðåííÿ ðåçóëüòàòiâ.
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