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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ óïðóãèõ ìåìáðàí, ðàçäåëÿþùèõ ìíî-
ãîñëîéíóþ æèäêîñòü â öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå ñ óïðóãèì äíîì. Âûâåäåíî è èññëåäîâàíî ÷àñòîò-
íîå óðàâíåíèå. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïëîñêîãî ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ óïðóãîãî äíà.

1. Ââåäåíèå
Â äàííîé ñòàòüå îáîáùåíû ðåçóëüòàòû ðàáîò [1,2] íà ñëó÷àé ïëîñêîãî óïðóãîãî

äíà â âèäå óïðóãîé ìåìáðàíû. Îïåðàòîðíûìè ìåòîäàìè çàäà÷à î êîëåáàíèè ìíî-
ãîñëîéíîé æèäêîñòè â ñîñóäå ñ ïëîñêèì óïðóãèì äíîì èññëåäîâàíà Íãî Çóé Êà-
íîì [3], à çàòåì Í. Ä. Êîïà÷åâñêèì è À. Â. Àíäðîíîâûì [4, 5]. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëà
äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ, èçó÷åíû ñâîéñòâà ñïåêòðà, ìåòîäîì
Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ÷àñòîò äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî êàíàëà (ïëîñ-
êàÿ çàäà÷à) è ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà (ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à). Çàäà-
÷à î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ îäíîðîäíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ è
óïðóãîãî äíèùà â öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè áûëà ðàññìîòðåíà Ì. Ï. Ïåòðåíêî [6].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç m èäåàëüíûõ íåñìåøèâàþ-

ùèõñÿ æèäêîñòåé ñ ïëîòíîñòÿìè ρi (i = 1, 2, . . . , m), çàïîëíÿþùèõ äî ãëóáèí hi

ïðÿìîé êðóãîâîé öèëèíäð ðàäèóñà a ñ æåñòêîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ è ïëîñêèì
óïðóãèì äíîì. Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âåðõíåé æèäêîñòè (i = 1), íà ïîâåðõíîñ-
òÿõ ðàçäåëà ìíîãîñëîéíîé æèäêîñòè è íà äíå öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè ðàâíîìåð-
íî íàòÿíóòû ãèáêèå ìåìáðàíû ñ ïîãîííûìè óñèëèÿìè Ti (i = 1, 2, . . . , m + 1).
Ìåìáðàíû æåñòêî çàêðåïëåíû ïî êðàþ. Äâèæåíèå æèäêîñòåé è ìåìáðàí áóäåì
ðàññìàòðèâàòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz, ðàñïîëîæåííîé òàê, ÷òî ïëîñêîñòü Oxy
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ñîâïàäàåò ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ âåðõíåé æèäêîñòè â íåâîçìóùåííîì ñîñòî-
ÿíèè, à îñü Oz íàïðàâëåíà âäîëü îñè öèëèíäðà ïðîòèâîïîëîæíî âåêòîðó ñèëû
òÿæåñòè ~g. Çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè, ñ÷èòàÿ äâèæåíèå
æèäêîñòè ïîòåíöèàëüíûì, à ñîâìåñòíûå êîëåáàíèÿ ìåìáðàí è æèäêîñòè áåçîò-
ðûâíûìè, ò. å. áåç êàâèòàöèè.

3. Ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
Çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â

ïîëå ñèëû òÿæåñòè ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì [1, 2]:

∆Φi = 0, (i = 1,m),

∂Φi

∂r

∣∣∣
r=a

= 0,
∂Φm

∂z

∣∣∣
x=−Hm+1

=
∂Wm+1

∂t
,

∂Φi−1

∂z
=

∂Φi

∂z
=

∂Wi

∂t
(z = −Hi),

k0i
∂2Wi

∂t2
− Ti

[∂2Wi

∂r2
+

1

r

∂Wi

∂r
+

1

r2

∂2Wi

∂θ2

]
+ g∆ρiWi =

= ρi−1
∂Φi−1

∂t
− ρi

∂Φi

∂t
+ ci (z = −Hi), (i = 1, m + 1),

Wi|r=a = 0,

∫

S

Wids =

∫

S

Wi+1ds.

(3.1)

Çäåñü Hi =
i−1∑
k=1

hk (H1 = 0); Wi, ρ0i è δ0i � ñîîòâåòñòâåííî ïðîãèá, ïëîòíîñòü è
òîëùèíà i-îé ìåìáðàíû; S � ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè; ci �
êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ èç ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è; k0i = ρ0iδ0i; ∆ρi = ρi − ρi−1 (ρ0 =
ρm+1 = 0); P0 = Pm+1 = 0.

Îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâîé ìîäîé ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå, ðåøåíèå çàäà÷è (3.1) áó-
äåì èñêàòü â âèäå [1, 2]

Φi = ω cos ωt cos θϕi(z, r), Wi = sin ωt cos θwi(r) + W0i, (3.2)

ãäå

ϕi =
∞∑

n=1

(Aine
knz + Bine

−knz)R1(knr), (3.3)

R1(knr) =
J1(knr)

J1(µn)
, µn = kna, J

′
1(µn) = 0,

wi(r) = Ai
Z1(pir)

Z1(pia)
+

∞∑
n=1

CinR1(knr),
Z1(pir)

Z1(pia)
=

∞∑
n=1

βinR1(knr), (3.4)

Z1(pir) =

{
I1(pir), p2

i = 1
Ti

g∆ρi − ω2k0i > 0

J1(k̃ir), k̃2
i = −p̃2

i > 0
,
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βin =

∫ a

0
rZ1(pir)R1(knr)dr

N2
nZ1(pia)

, N2
n =

a∫

0

rR2
1(knr)dr,

W0i � ñòàòè÷åñêèé ïðîãèá ìåìáðàí.
Ðåøåíèå wi(r) íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå ñóììû îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ [1]. Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.2)�(3.4) â (3.1) è, èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëü-
íîñòü ñ âåñîì r íà îòðåçêå [0, a] ôóíêöèé Áåññåëÿ J1(knr), ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ Ain, Bin, Cin, Ai:





kn(Aine
−knHi −Bine

knHi) = Aiβin + Cin (i = 1,m)
kn(Amne

−knHm+1 −BmneknHm+1) = Am+1βm+1,n + Cm+1,n

(Ai−1,n − Ain)e−knHi − (Bi−1,n −Bin)eknHi = 0 (i = 2,m)
(3.5)

(p2
i + k2

n)Cin =
ω2

Ti

[(ρiAin − ρi−1Ai−1,n)e−knHi+

+ (ρiBin − ρi−1Bi−1,n)eknHi ] (i = 1,m + 1) (3.6)
∞∑

n=1

(Aiβin + Cin) = 0 (i = 1,m + 1). (3.7)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (3.5) îòíîñèòåëüíî Ain, Bin, íàõîäèì




Ain = iω
eknHi

2kn sh κin

(eκinζin − ζi+1,n),

Bin = iω
eknHi

2kn sh κin

(e−κinζin − ζi+1,n).

(3.8)

Çäåñü
ζin = Aiβin + Cin, κin = knhi.

Ïîäñòàâèâ ñîîòíîøåíèÿ (3.8) â (3.6), ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíî-
ñèòåëüíî Cin:

bi−1,nCi−1,n + T̃inCin + binCi+1,n = −bi−1,nÃi−1 + ainÃi − binÃi+1. (3.9)

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.9) èìååò âèä

Cn = (D−1
n Tn − E)Ãn

èëè
Ãn + Cn = D−1

n TnÃn, (3.10)
ãäå

Cn = (C1n, . . . , Cm+1n), Ãn = (Ã1, . . . , Ãm+1), Ãin = βinAi,
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βin = αn
k2

n

k2
n + p2

i

{
piI

′
1(pia)/I1(pia) (p2

i > 0)

k̃iJ
′
1(k̃ia)/J1(k̃ia) (k̃2

i = −p2
i > 0)

Dn(ω2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

T̃1n b1n 0 . . . 0 0 0

b1n T̃2n b2n . . . 0 0 0
. . .

0 0 0 . . . bm−1n T̃mn bmn

0 0 0 . . . 0 bmn T̃m+1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

T̃in = Tin − ain, Tin =
Tikn(p2

i + k2
n)

ω2
, αn =

2a

µ2
n − 1

,

ain = ρi−1 cth κi−1n + ρi cth κin, bin =
ρi

sh κin

, ρ0 = ρm+1 = 0;

Tn � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ Tin, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ïîäñòàâèâ (3.10) â (3.7) è ïðîâåäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå [1,2], ïîëó÷èì

÷àñòîòíîå óðàâíåíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, íå çàâèñÿùåå îò βin:
∣∣∣∣∣∣∣

∑∞
n=1 g̃11n . . .

∑∞
n=1 g̃1,m+1,n

... . . . ...∑∞
n=1 g̃m+1,1,n . . .

∑∞
n=1 g̃m+1,m+1,n

∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (3.11)

Çäåñü g̃ijn = αnk
3
ngijn/∆n, ∆n = |Dn|, gijn � ýëåìåíòû D−1

n :

D−1
n =

1

∆n

∥∥gijn

∥∥m+1

i,j=1
.

Òàê êàê Dn ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé, òî è îáðàòíàÿ ìàòðèöà D−1
n

òàêæå áóäåò ñèììåòðè÷íîé, òî åñòü gijn = gjin. Â äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà çàïèñè
èíäåêñ n â gijn áóäåì îïóñêàòü.

Åñëè îäíà èç ãëóáèí çàïîëíåíèÿ hk = ∞ (bin = gk,k+1 = gk+1,k = 0) è ~g = 0 (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäóò íåîãðàíè÷åííûå ñòàòè÷åñêèå ïðîãèáû ìåìáðàí), òî èç
óðàâíåíèÿ (3.11) ñëåäóåò

∣∣∣∣∣∣∣

∑∞
n=1 g̃11 . . .

∑∞
n=1 g̃1k

... . . . ...∑∞
n=1 g̃k1 . . .

∑∞
n=1 g̃kk

∣∣∣∣∣∣∣
.

∣∣∣∣∣∣∣

∑∞
n=1 g̃k+1,k+1 . . .

∑∞
n=1 g̃k+1,m+1

... . . . ...∑∞
n=1 g̃m+1,k+1 . . .

∑∞
n=1 g̃m+1,m+1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

ãäå

g̃ij = αnk3
ngij, ∆in = |Din|, D−1

kn =

∥∥gij

∥∥k

i,j=1

∆kn

, D−1
k+1,n =

∥∥gij

∥∥m+1

i,j=k+1

∆k+1,n

,

Dkn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

T̃1n b1n . . . 0

b1n T̃2n . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . T̃kn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, Dk+1,n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

T̃k+1,n bk+1,n . . . 0

bk+1,n T̃k+2,n . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . T̃m+1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Åñëè æå âñå hi = ∞, òî
m+1∏
i=1

∞∑
n=1

g̃ii = 0, g̃ii = αnk
3
n/T̃in.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè k-é ñëîé æèäêîñòè èìååò áåñêîíå÷íóþ ãëóáèíó, òî ÷àñòîò-
íîå óðàâíåíèå (3.11) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ. Ïåðâîå óðàâíåíèå îïèñûâà-
åò ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé k-ñëîéíîé æèäêîñòè, ðàçäåëåííîé óïðóãèìè
ìåìáðàíàìè ñ àáñîëþòíî æåñòêèì äíîì, à âòîðîå � m− k-ñëîéíîé æèäêîñòè ñ
àáñîëþòíî æåñòêîé "êðûøêîé". Åñëè óïðóãîå äíî ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî æåñòêèì
(Tm+1 = ∞), òî óðàâíåíèå (3.11) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ðàáîòû [1].

Ïðè m = 2 (äâóõñëîéíàÿ æèäêîñòü) ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå èìååò âèä
∞∑

n=1

g̃11

∞∑
n=1

g̃22

∞∑
n=1

g̃33 −
∞∑

n=1

g̃11

( ∞∑
n=1

g̃23

)2

−
∞∑

n=1

g̃33

( ∞∑
n=1

g̃12

)2

−

−
∞∑

n=1

g̃22

( ∞∑
n=1

g̃13

)2

+ 2
∞∑

n=1

g̃12

∞∑
n=1

g̃13

∞∑
n=1

g̃23 = 0. (3.12)

Çäåñü g11 = T̃2nT̃3n − b2
2n, g12 = −T̃3nb1n, g13 = b1nb2n, g22 = T̃2nT̃3n, g23 = −T̃1nb2n,

g33 = T̃1nT̃2n − b2
1n, ∆n = (T̃1nT̃2n − b2

1n)T̃3n − T̃1nb2n.
Äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ îòñóòñòâèÿ i-òîé ìåìáðàíû (Ti = 0, k0i = 0) óðàâíå-

íèå (3.12) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∞∑

n=1

g̃22

∞∑
n=1

g̃33 −
( ∞∑

n=1

g̃23

)2

= 0, (T1 = 0, k01 = 0),

∞∑
n=1

g̃11

∞∑
n=1

g̃33 −
( ∞∑

n=1

g̃13

)2

= 0, (T2 = 0, k02 = 0),

∞∑
n=1

g̃13 = 0, (T1 = T2 = 0, k01 = k02 = 0).

Åñëè ìåìáðàíà, íàõîäÿùàÿñÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äâóõñëîéíîé æèäêî-
ñòè, ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî æåñòêîé (T1 = ∞), òî óðàâíåíèå (3.12) èìååò âèä

∞∑
n=1

g̃22

∞∑
n=1

g̃33 −
( ∞∑

n=1

g̃23

)2

= 0. (3.13)

Çäåñü
g̃22 = T̃3n, g̃23 = −b2n, g̃33 = T̃2n, ∆n = T̃2nT̃3n − b2

2n.

Äëÿ îäíîðîäíîé æèäêîñòè (m = 1) óðàâíåíèå (3.13) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

∞∑
n=1

g̃11

∞∑
n=1

g̃22 −
( ∞∑

n=1

g̃12

)2

= 0, (3.14)
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ãäå g11 = T̃2n, g12 = −b2
2n, g22 = T̃1n.

Åñëè ìåìáðàíà, íàõîäÿùàÿñÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îäíîðîäíîé æèäêîñòè
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî æåñòêîé (T1 = ∞), òî óðàâíåíèå (3.14) èìååò âèä

∞∑
n=1

g̃11 = 0. (3.15)

4. Èññëåäîâàíèå âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî àíàëèçà êîðíåé óðàâíåíèÿ (3.13) è (3.15) îãðàíè÷èìñÿ äâó-
ìÿ ÷ëåíàìè â ðÿäàõ ýòèõ óðàâíåíèé, ò. ê. ó÷åò îäíîãî ÷ëåíà ðÿäà íå ïðèâîäèò ê
óðàâíåíèþ, ñîäåðæàùåìó íåèçâåñòíóþ ÷àñòîòó. Ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷-
íûå [1,2], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè êîðíåé ÷àñòîòíîãî óðàâíå-
íèÿ (3.13) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

T2 >
α1k

2
1 + α2k

2
2

(α1 + α2)k2
1k

2
2

g(ρ1 − ρ2) = Rg(ρ1 − ρ2)a
2 (R = 0.0560). (4.1)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (4.1) íå çàâèñèò
îò âåëè÷èíû íàòÿæåíèÿ óïðóãîãî äíà T3, îò ìàññîâûõ õàðàêòåðèñòèê ìåìáðàí
è ãëóáèí çàïîëíåíèÿ æèäêîñòåé. Íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò âîçíèêíóòü ïðè ìàëîì
íàòÿæåíèè âíóòðåííåé ìåìáðàíû è ρ1 > ρ2. Åñëè æå áîëåå òÿæåëàÿ æèäêîñòü íà-
õîäèòñÿ íà äíå ñîñóäà (ρ2 > ρ1), òî óðàâíåíèå (4.1) âñåãäà âûïîëíåíî è â ýòîì ñëó-
÷àå ïëîñêàÿ ôîðìà ðàâíîâåñèÿ óïðóãîé ìåìáðàíû, ðàçäåëÿþùåé æèäêîñòè ðàçíîé
ïëîòíîñòè è óïðóãîãî äíà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòîò âûâîä ïîëó÷åí äëÿ àáñîëþòíî æåñòêîé âåðõíåé
ìåìáðàíû (T1 = ∞, W10 = 0).

Åñëè ó÷èòûâàòü òðè ÷ëåíà â ðÿäàõ (3.13), ïîëó÷èì R = 0.0609, à ïðè ÷åòûðåõ
� R = 0.0618. Òàêèì îáðàçîì, ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðàêòèêè òî÷íîñòüþ ìîæíî
ïîëîæèòü R = 0.062.

Äëÿ îäíîðîäíîé æèäêîñòè (m = 1) è T1 = ∞ ñ ó÷åòîì äâóõ ÷ëåíîâ ðÿäà
ïîëó÷èì

ω2 =
α1k

3
1k2(T2k

2
2 − gρ1) + α2k

3
2k1(T2k

2
1 − gρ2)

ρ1(α1k3
1 cth κ2 + α2k3

2 cth κ1)
(κn = knh1),

à óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðèíèìàåò âèä

T2 >
α1k

2
1 + α2k

2
2

(α1 + α2)k2
1k

2
2

gρ1. (4.2)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèå (4.2) ñëåäóåò èç (4.1), åñëè â íåì ïîëîæèòü
ρ2 = 0.
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