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Анотацiя. У роботi розглядається одновимiрна математична модель складного середовища, яка
складається iз хвильового рiвняння для основного середовища та, зв’язаних з ним, рiвнянь Ван
дер Поля для коливних включень. Використовуючи метод Боголюбова-Митропольського, побу-
дованi хвильовi розв’язки слабконелiнiйної моделi. Методами якiсного та числового аналiзу за
допомогою знайдених асимптотичних розв’язкiв дослiджено сценарiї утворення квазiперiодич-
них та мультиперiодичних хвильових режимiв моделi в сильнонелiнiйнiй областi.
Ключовi слова: нелiнiйнi хвилi, осцилятор Ван дер Поля, тор.

Вступ

Бiльшiсть природних середовищ являють собою iєрархiчнi утворення струк-
турних елементiв, динамiкою яких за певних умов навантаження не можна знех-
тувати [9]. Для опису таких середовищ зi структурою використовується матема-
тична модель у виглядi сукупностi двох континуумiв — основного середовища та,
зв’язаних з ним, часткових осциляторiв [10, 7]. Поширення цих моделей на нелiнiй-
нi середовища було проведено в роботах [4, 13, 11], в яких ураховувались нелiнiйнi
властивостi основного середовища, а динамiка коливних включень лишалась лiнiй-
ною.

У данiй роботi дослiджується випадок лiнiйного основного середовища у поєд-
наннi з нелiнiйною динамiкою осциляторiв. Тодi математична модель складного
середовища матиме наступний вигляд
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де u — змiщення основного середовища густини ρ; σ — напруження; E — модуль
пружностi Юнга; wk — змiщення осцилюючого включення густини mkρ з власною
частотою ωk; t та x — часова та просторова змiннi.

Оператор Fk, який описує динамiку часткового осцилятора, означимо наступ-

ним чином Fk (y) = −
(
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ky, k = 1..N , тобто коливне включення

розглядається як сукупнiсть осциляторiв Ван дер Поля.
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Виконаємо знерозмiрення моделi (1), використовуючи характернi величини τ ,
c0, u0, за формулами t → τt, x → τc0x, u → u0u, w → u0w, λk → λkτ

−1, ωk → ωkτ
−1,

µk = λkτ
−1u−2

0 , тодi
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де c2 = Eρ−1c−2
0 .

Розглянемо хвильовi розв’язки моделi (2)

u = U (s) , wk = Wk (s) , s = x+Dt (3)

та проаналiзуємо залежнiсть структури розв’язку (3) вiд параметрiв λk, D.

1. Побудова асимптотичного розв’язку моделi (2)

Пiдставляючи вирази (3) в систему (2), отримаємо систему звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь

D2W
′′

k + Fk (Wk − U) = 0, U =
N∑
j=1

φjWj, (4)

де φj =
D2

c2−D2mj, j = 1, ..., N , (·)′ = d(·)/ds.
Динамiчна система (4) належить до класу моделей зв’язаних осциляторiв. Ос-

новний iнтерес у дослiдженнях цих моделей становлять новi ефекти, якi зумовленi
типом взаємодiї мiж частковими осциляторами. Як правило, в цих моделях розрiз-
няють зв’язок осциляторiв з найближчим сусiдом [15, 6] або глобально зв’язанi ос-
цилятори через середнє поле [8, 14]. Система (4) є прикладом останнього випадку.
Основними засобами вивчення таких моделей є асимптотичнi та числовi методи.

На початковому етапi вивчення системи (4) обмежимо кiлькiсть осциляторiв
до N = 2. Тодi система (4) у розгорнутому виглядi зводиться до двох глобально
сильнозв’язаних осциляторiв Ван дер Поля
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де αk = λkD
−1, Ωk = ωkD

−1.
Розглянемо слабконелiнiйний випадок, коли αk = εαk, де ε ≪ 1. У цьому випад-

ку до системи (5) можна застосувати метод Боголюбова-Митропольського [3, 2].
При ε = 0 розв’язки системи (5) шукаємо у виглядi

W1 = a sin θ1 + b sin θ2, W2 = ar1 sin θ1 + br2 sin θ2, (6)

де a, b, ki, βi — сталi, θi = kis + βi, i = 1, 2. Пiдставляючи (6) у (5) при ε = 0,
отримаємо систему лiнiйних рiвнянь вiдносно ri, умовою сумiсностi якої є рiвняння∣∣∣∣ k2 + Ω2

1 (φ1 − 1) Ω2
1φ2

Ω2
2φ1 k2 + Ω2

2 (φ2 − 1)

∣∣∣∣ = 0 (7)

Дiйснi розв’язки рiвняння (7) визначають частоти k1 та k2 розв’язку (6):

k1,2 =

√√√√Ω2
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2 (1− φ2)±
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[Ω2
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2
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2
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2
.

Тодi

r1 = −k2
1 + Ω2

1 (φ1 − 1)

Ω2
1φ2

, r2 = −k2
2 + Ω2

1 (φ1 − 1)

Ω2
1φ2

.

При малому ε ̸= 0 вважатимемо, що розв’язок системи (5) визначається виразами
(6), у яких a, b, βi є функцiями ”повiльної” змiнної εs. Також приймемо, що

dW1

ds
= ak1 cos θ1 + bk2 cos θ2,

dW2

ds
= ar1k1 cos θ1 + br2k2 cos θ2, (8)

за додаткової умови

da

ds
sin θ1 +

dβ1

ds
a cos θ1 +

db

ds
sin θ2 +

dβ2

ds
b cos θ2 = 0,

da

ds
r1 sin θ1 +

dβ1

ds
ar1 cos θ1 +

db

ds
r2 sin θ2 +

dβ2

ds
br2 cos θ2 = 0.

(9)

Пiдставляючи (6), (8) у (5) з урахуванням (7) отримаємо наступну систему в нор-
мальнiй формi

da
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=
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(g − fr2) cos θ1,
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= − ε
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=

ε
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(g − fr1) sin θ2,

де вирази f та g — коефiцiєнти при ε в системi (4), обчисленi з використанням
спiввiдношень (6), (8).
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Пiсля осереднення за змiнними θ1,2 отримаємо
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,

де A1 = φ1+(φ2 − 1) r1, A2 = φ1−1+φ2r1, B1 = φ1+(φ2 − 1) r2, B2 = φ1−1+φ2r2.
Домножимо перше та друге рiвняння динамiчної системи на a та b вiдповiдно i
запишемо її у формi

da2

ds
=

a2ε [a2 (α2A
3
1 − A3

2α1r2) + b2 (2A1α2B
2
1 − 2A2α1B

2
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За допомогою замiни змiнних a2 = x ≥ 0, b2 = y ≥ 0 та масштабного перетворення

νεs = T, x → xξ, y → yη,

ξ = −4A2α1r2 − 4A1α2

α2A3
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2α1r2
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A1α2B2
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2r2
, ν = −A2α1r2 − A1α2

r1 − r2

приведемо динамiчну систему (10) до вигляду

dx

dT
= x (x+ y − 1) ,

dy

dT
= y (µ1x+ µ2y − µ3) , (11)

де

µ1 = −2A2
1α2B1 − 2A2

2α1B2r1
α2A3

1 − A3
2α1r2

, µ2 = − α2B
3
1 − α1B

3
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2 (A1α2B2
1 − A2α1B2

2r2)
,

µ3 = −α1B2r1 − α2B1

A2α1r2 − A1α2

.

Варто зазначити, що напрями руху вздовж траєкторiй систем (10) та (11) уз-
годжуються за допомогою знаку параметра ν. Якщо ν > 0, то напрями спiвпа-
дають, iнакше – вони протилежнi, що вiдповiдним чином позначається на iден-
тифiкацiї типiв стiйкостi точок системи (11). Динамiчна система (11) має чотири
стацiонарнi точки з координатами

O (0; 0) , X (1; 0) , Y

(
0;

µ3

µ2

)
, Q

(
µ2 − µ3

µ2 − µ1

;
µ3 − µ1

µ2 − µ1

)
.

Зi змiсту змiнних x та y випливає, що точки Y та Q лежать у першiй чвертi фазової
площинi, якщо

µ3

µ2

≥ 0 та
µ2 − µ3

µ2 − µ1

≥ 0,
µ3 − µ1

µ2 − µ1

≥ 0
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вiдповiдно. Власнi значення матрицi лiнеаризацiї

J (x0; y0) =

(
2x0 + y0 − 1 x0

µ1y0 µ1x0 + 2µ2y0 − µ3

)
• для точки O дорiвнюють λO = (−1;−µ3);

• для точки X — λX = (1;µ1 − µ3);

• для точки Y — λY =
(
µ3;µ3µ

−1
2 − 1

)
;

• для точки Q — λQ =
µ2 − µ1µ2 − µ3 + µ2µ3 ±

√
∆

2 (µ2 − µ1)
, де ∆ =

(
µ2 − µ1µ2 − µ3 +

µ2µ3

)2
+ 4 (µ2 − µ1) (µ2 − µ3) (µ1 − µ3).

Очевидно, що стацiонарнi точки X та Y вiдповiдають iснуванню в системi гар-
монiчних режимiв з частотами k1 та k2, точка Q вiдповiдає бiгармонiчному режи-
му.

Як показано в [1], система (11) не має замкнутих траєкторiй, оскiльки iснує
функцiя

B (x, y) = xp−1yq−1, p =
µ2 − µ1µ2

µ1 − µ2

, q =
µ2 − 1

µ1 − µ2

,

така що

G =
∂

∂x
(Bx (x+ y − 1)) +

∂

∂y
(By (µ1x+ µ2y − µ3)) =

µ2 (µ1 − µ3 − 1) + µ3

µ1 − µ2

B.

Крива G = 0 не має вiток, зокрема, в першiй чвертi, якщо µ2 (µ1 − µ3 − 1)+µ3 ̸= 0.
Тож за критерiєм Дюлака в першiй чвертi немає замкнутих траєкторiй.

Розглянемо залежнiсть коефiцiєнтiв µi вiд швидкостi хвильового фронту D та
пов’язанi з цим змiни фазових портретiв динамiчної системи (11). Зазначимо, що
µi – парнi функцiї аргумента D. З умови, що значення частот k1,2 є дiйсними
величинами, отримаємо обмеження на параметр D

D2 <
1

1 +m1 +m2

або D2 > c2.

Для визначеностi зафiксуємо значення параметрiв m1 = 0.5, m2 = 1.5, ω1 = 0.2,
ω2 = 2.1, c = 1 та λ1 = 0.7, λ2 = 1.3. На рисунку 1 зображено графiки коефiцiєнтiв
µi в залежностi вiд параметра D. Точки перетину графiкiв мiж собою подiляють
iнтервал змiни параметра D на областi I-VI, яким вiдповiдають фазовi площи-
ни системи (11) з рiзною структурою. Проаналiзуємо детально кожну область з
рисунка 1.

Область I. У цiй областi µ2 > µ3 > µ1 > 0. Виберемо значення параметра
D з областi I, наприклад, D = 0.44. Тодi фазовий портрет має вигляд рис.2а.
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Рис. 1. Залежнiсть коефiцiєнтiв µi динамiчної системи (11) вiд параметра D. Суцiльна лiнiя
позначає графiк µ1, пунктирна — µ2, штрихова — µ3.

Питання про тип стацiонарної точки Q розглянемо детальнiше. Для цього розг-
лянемо визначник ∆ матрицi J (Q), знак якого визначає тип точки Q. На межi
областi I µ2 = µ3 i тодi ∆ = 0 i λQ ∈ R. Як тiльки µ3 = µ2 + δ, δ > 0 мале
число, то ми потрапляємо в область II, де абсциса точки Q стає вiд’ємною xQ =
− δ

µ2−µ1
< 0 (стороннiй випадок). Якщо µ3 = µ2− δ, тодi ∆ = δ2

(
(1 + µ2)

2 − 4µ1

)
−

2δ (2µ2
1 + µ2

2 (1 + µ2)− µ1µ2 (3 + µ2))+(µ1 − µ2)
2 µ2

2. Дискрiмант квадратичного ви-
разу ∆ дорiвнює 4µ1 (µ1 − µ2)

3 < 0 в областi I. Тому ∆ зберiгає знак старшого
коефiцiєнта (1 + µ2)

2 − 4µ1 ≥
(
2
√
µ2

)2 − 4µ1 = 4 (µ2 − µ1) > 0. Це означає, що для
параметрiв µi з областi I λQ ∈ R i точка Q не може бути фокусом.

Область II. У цiй областi µ3 > µ2 > µ1 > 0. Виберемо значення параметра D
з областi I, наприклад, D = 0.49. Тодi фазовий портрет має вигляд рис.2б.

Область III. У цiй областi змiнюється положення точки Q xQ > 0, yQ < 0, але
структура першого квадранта фазової площини залишається такою ж, як i для
областi I.

Область IV. µ1 > µ3 > µ2 > 0. Типовий фазовий портрет при D = 0.568
зображено на рис.2в. Зазначимо, що сiдлова точка Q з’явилась пiсля бiфуркацiї
сiдло-вузлової точки X при перетинi межi мiж областями III та IV.

Область V. Структура така ж, як для областi II.
Область VI. Структура така ж, як для областi I.
Зазначимо, що при розглянутих вище параметрах параметр ν < 0. Тому на-

прями руху по траєкторiях у часовiй змiннiй s системи (10) є протилежними до
напрямiв руху в змiннiй T системи (11). Тодi точка Q рисунка 2а є стiйким вузлом
у фазовiй площинi системи (10) i вiдповiдає двочастотному режиму системи (5).

Розглянемо залежнiсть коефiцiєнтiв µi вiд параметра D при m1 = 0.5, m2 =
1.5, ω1 = 0.2, ω2 = 2.1, c = 1 та λ1 = −0.7, λ2 = 1.3 (рис.3). На рисунку 3
можна видiлити двi областi параметра D, яким вiдповiдають фазовi портрети iз
суттєво рiзною структурою. Типовi фазовi портрети зображенi на рисунку 4 при
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(a) D = 0.44 (b) D = 0.49

(c) D = 0.568

Рис. 2. Фазовi портрети динамiчної системи (11).

D = 0.45 та D = 0.5. На фазових портретах, на вiдмiну вiд рисунка 2, точка O є
сiдловою. У результатi бiфуркацiї сiдло-вузла Y при умовi µ2 = µ3 (див. рис.3), на
фазовому портретi рис.4а з’явилась сiдлова точка Q. При зростаннi параметра D
точка Q виходить з першої чвертi, тому на фазовому портретi рисунка 4б тiльки
три стацiонарнi точки лежать в областi допустимих значень. При цьому точки
O та Y — сiдла, точка X — нестiйкий вузол. Варто зазначити, що перебудова
фазової площини, яка лежить у першiй чвертi, спостерiгається при проходженнi
коефiцiєнта µ2 через нуль на рисунку 3(лiвий). При цьому точка Y прямує до +∞,
але через присутнiсть у другiй чвертi сiдлової точки Q її сепаратриса обмежує
частину траєкторiй нестiйкого вузла X. Тому в цьому випадку фазовий портрет
подiбний до рисунка 4б. Оскiльки при зафiксованих вище параметрах ν > 0, то
напрями руху по траєкторiях у часових змiнних s та T спiвпадають.
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Рис. 3. Залежнiсть коефiцiєнтiв µi системи (11) вiд параметра D при m1 = 0.5, m2 = 1.5, λ1 =

−0.7, λ2 = 1.3, ω1 = 0.2, ω2 = 2.1, c = 1. Суцiльна лiнiя вiдповiдає графiку µ1, пунктирна — µ2,
штрихова — µ3.

2. Точний розв’язок амплiтудної системи (11)

На сьогоднi для систем з квадратичними правими частинами, на зразок (11),
запропоновано велику кiлькiсть прийомiв пошуку точних розв’язкiв, якi дали змо-
гу знайти умови iнтегрування таких систем або принаймнi вказати вирази для
часткових розв’язкiв. Система (11) зводиться до рiвняння Абеля другого роду:

x (x+ y − 1)
dy

dx
= y (µ1x+ µ2y − µ3) . (12)

В окремих випадках для цих рiвнянь побудованi точнi розв’язки [5]. Зокрема,
рiвняння (12) для µ1 = 0 є рiвнянням Бернуллi вiдносно x(y), при µ3 = 1 воно
зводиться до лiнiйного. У данiй роботi побудовано точний частинний розв’язок
рiвняння (12) у явному виглядi, який не виявлений у класифiкацiї роботи [5].

Шукатимемо розв’язок (12) у параметричнiй формi, вважаючи, що

dy

dx
= (µ1x+ µ2y − µ3) t, (13)

де t — параметр. Тодi

x (x+ y − 1) t = y i y =
t (1− x) x

tx− 1
,

де x = x (t). Пiсля пiдстановки y(t) в (13) отримаємо рiвняння Абеля

dt

dx
= tF1 (x) + t2F2 (x) + t3F3 (x) , (14)
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(a) D = 0.45 (b) D = 0.5

Рис. 4. Фазовi портрети системи (11) для даних з рисунка 3.

де

F1 (x) =
1− µ3 − (2− µ1)x

x (x− 1)
, F2 (x) =

2µ3 − µ2 + (1− 2µ1 + µ2) x

x− 1
,

F3 (x) =
x (µ2 − µ3 + (µ1 − µ2)x)

x− 1
.

Один iз розв’язкiв рiвняння (14) можна знайти при F2 (x) = 0, тобто при 2µ3−
µ2 = 0 та 1 − 2µ1 + µ2 = 0. Тодi рiвняння (14) є рiвнянням Бернуллi для змiнної
u = t2

du

dx
= 2uF1 (x) + 2u2F3 (x) .

Його розв’язок

u =
x2µ3−2

C (x− 1) + x2µ3
= t2.

Отримане спiввiдношення дає параметричну залежнiсть x = x (t). Але бiльш ко-
рисним є розв’язок (12) у виглядi y = y (x) , який є першим iнтегралом системи
(11). Такий розв’язок (12) за додаткових умов

µ2 = 2µ3, µ1 =
1

2
(1 + 2µ3) (15)

має вигляд

y (x) =
x (x− 1)

−x±
√

x2 + C (x− 1)x2−2µ3

, C = const. (16)

Проаналiзуємо розташування кривих на фазовому портретi системи (11), якi
визначаються розв’язком (16) при рiзних сталих C. Стацiонарнi точки за умови
(15) мають координати

O (0; 0) , X (1; 0) , Y

(
0;

1

2

)
, Q

(
2µ3

2µ3 − 1
;− 1

2µ3 − 1

)
.
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Точка Q лежить у першiй чвертi при µ3 < 0, при µ3 > 0 фазовий портрет мiстить
лише три точки O, X, Y . Таким чином, при C = 0 отримаємо y (x) = x−1

2
— пряму,

яка з’єднує стацiонарнi точки X та Y . З умови y (xQ) = yQ знайдемо значення
C = 4µ3 (1− 2µ3)

1−2µ3 (−µ3)
2µ3 , при якому розв’язок (16) проходить через точку

Q. Якщо зафiксувати µ3 = −1, то точка Q є сiдловою, а кривi (16) при C = 27
4

є її
сепаратрисами (рис. 5а).

(a) µ3 = −1 (b) µ3 = 2

Рис. 5. Фазовий портрет динамiчної системи (11), побудований за допомогою розв’язку (16), за
умов (15).

3. Продовження асимптотичних розв’язкiв моделi (5) у
сильнонелiнiйну область

Розглянемо поведiнку асимптотичних розв’язкiв слабконелiнiйної динамiчної
системи (5) при зростаннi параметра нелiнiйностi ε. Iншi параметри залишимо без
змiн. У випадку немалого ε вивчення динамiчної системи (5) проведемо за допо-
могою методiв якiсного та числового аналiзу, зокрема, методу перерiзiв Пуанкаре.
Для цього використаємо сiчну гiперплощину W2 = 0, яку траєкторiя перетинає у
певному напрямi в точцi M (W1;Z1; 0;Z2). Спроектувавши цi точки гiперплощини
на одну з координатних площин, отримаємо перерiз Пуанкаре. Таким чином, на-
приклад, при трансверсальному перерiзi граничного цикла в сiчнiй гiперплощинi
отримаємо точку, при перерiзi тора — замкнуту криву.

Разом з перерiзом Пуанкаре будемо використовувати бiфуркацiйну дiаграму
Пуанкаре, яка є зображенням функцiональної залежностi мiж однiєю з координат
точки M та бiфуркацiйним параметром, у нашому випадку, D.

Таким чином, проаналiзуємо бiгармонiчний розв’язок, якому на рис. 2a вiдповi-
дає єдина стiйка точка Q. Вибираючи довiльнi ненульовi початковi данi при неве-
ликих ε для системи (5) у її чотирьохвимiрному фазовому просторi, спостерiгаємо
утворення торової поверхнi. Зростання параметра ε деформує її, про що свiдчить
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перерiз тора при ε = 1.0 (рис.6a). Наступне зростання параметра ε спричинює
збiльшення розмiрiв тора та його бiфуркацiї з виходом на складну перiодичну
траєкторiю (рис.6б).

Розглянемо розв’язок, зображений на рисунку 2б. Єдиною стiйкою точкою є
Y , якiй вiдповiдає гармонiчний режим. При зростаннi ε у фазовому просторi ди-
намiчної системи (5) утворюється граничний цикл, розвиток якого при зростаннi
ε зображено на бiфуркацiйнiй дiаграмi Пуанкаре рисунка 7а. Як свiдчить рисунок
7а, граничний цикл змiнює свою форму та розмiри, але бiфуркацiй не зазнає.

(a) (b)

Рис. 6. Перерiз Пуанкаре при ε = 1.0 (а) та бiфуркацiйна дiаграма розвитку коливань у дина-
мiчнiй системi (5) при D = 0.44 (б).

(a) (b)

Рис. 7. Бiфуркацiйна дiаграма розвитку коливань у динамiчнiй системi (5) при D = 0.49 (a)
D = 0.568 (б).

Наступний випадок — рисунок 2в. Стiйкими точками є X та Y , областi притя-
гання яких роздiленi сепаратрисами точки Q. Це означає, що при певних початко-
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вих умовах траєкторiя системи (5) виходить на режим, близький до гармонiчного з
частотою k1, при iнших — на режим, близький до гармонiчного з частотою k2. Як-
що, наприклад, зафiксувати ε = 0.01 та вибрати початковi умови (0, 0.19, 0, 0.19),
то граничний цикл розвивається у вiдповiдностi з графiком I на рисунку 7б. Якщо
вибрати iншi початковi умови (0, 1.42, 0, 1.19), то граничний цикл розвивається у
вiдповiдностi з графiком II на рисунку 7б. При деякому значеннi параметра D
атрактор, який вiдповiдає графiку II, зливається з граничним циклом, який вiд-
повiдає лiнiї I. У цьому випадку також бiфуркацiй циклу не виявлено. Для даних
рисунка 4а спостерiгається розвиток граничного цикла, який при малих ε вирод-
жується в гармонiчний режим, вiдповiдний точцi Y . У випадку даних рисунка 4б
локалiзованих режимiв не спостерiгається. Представленi бiфуркацiйнi дiаграми є
типовими для значень параметра D, взятих з областей I-IV.

4. Висновки

Таким чином,

• у роботi побудовано асимптотичнi розв’язки слабконелiнiйної мoделi (1), вста-
новленi умови iснування одночастотних та двочастотних режимiв, вивчено
структуру фазової площини динамiчної системи, яка описує динамiку ам-
плiтуди знайдених розв’язкiв;

• методами якiсного аналiзу встановленi типовi сценарiї розвитку коливних
режимiв при переходi до сильнонелiнiйних моделей, зокрема, виявлено утво-
рення торової поверхнi, яка зазнає бiфуркацiйних перетворень при зростаннi
швидкостi поширення хвилi;

• отриманi результати вказують на те, що врахування в моделi процесiв на
рiвнi мiкроструктури дозволяє описати здатнiсть таких середовищ до прояву
самоорганiзацiйних властивостей: формування усамiтнених хвиль, багатопе-
рiодичних локалiзованих хвиль, їх бiфуркацiй тощо.
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