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Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíû êîëåáàíèÿ, ñîïðîâîæäàþùèå îïòèìàëüíîå (çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ)
ïåðåìåùåíèå óïðóãîãî îáúåêòà ïî íàçíà÷åííûì òðàåêòîðèÿì � îòðåçêó ïðÿìîé è îêðóæíîñòè.
Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êëàññ êîñîñèììåòðè÷íûõ óïðàâëåíèé, êîòîðûå çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ
ïåðåìåùàþò óïðóãèé îáúåêò â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå àáñîëþòíîãî ïîêîÿ.

1. Ââåäåíèå
Ðÿä ðàáîò [1�4] ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ îïòèìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ (ïåðåíîñ-

íîãî äâèæåíèÿ) óïðóãèõ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâî-
áîäû â ñëó÷àå òðàåêòîðèè ïåðåíîñíîãî äâèæåíèÿ â âèäå îòðåçêà ïðÿìîé. Äàííûå
çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïåðåíîñíîãî äâèæåíèÿ àêòóàëüíû äëÿ ìíîãèõ îáëàñòåé òåõ-
íèêè � îò çåìíûõ óñëîâèé (íàïðèìåð, â ðîáîòîòåõíèêå) äî êîñìè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (ìîíòàæ êðóïíîãàáàðèòíûõ íåæåñòêèõ îáúåêòîâ â ñîñòîÿíèè íåâåñîìîñòè).

Íåñîìíåííà âàæíîñòü òàêèõ çàäà÷ äëÿ ðîáîòîòåõíèêè. Ñ óìåíüøåíèåì ìàññû
ìàíèïóëÿòîðà óìåíüøàåòñÿ åãî æåñòêîñòü, íî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïåöèàëüíîãî
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ýòîì ñíèæàþòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå çàòðàòû íà òðàñ-
ïîðòèðîâêó îáúåêòîâ è óñòðàíÿþòñÿ êîëåáàíèÿ â êîíöå äâèæåíèÿ [1].

Ñâÿçü ìåæäó ìàññîé è æåñòêîñòüþ ìàíèïóëÿòîðà ìîæíî ïðîèëëþñòèðîâàòü íà
ïðîñòîì ïðèìåðå èçãèáà ðóêè, ñõåìà êîòîðîé èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.

Îáùàÿ ìàññà ðóêè (áåç òðàíñïîðòèðóåìîãî îáúåêòà) ðàâíà: m = πd2γl/4, ãäå
d � äèàìåòð ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ; γ � óäåëüíûé âåñ ìàòåðèàëà ðóêè; l � äëèíà.
Èç âûðàæåíèÿ ïðîãèáà â òî÷êå B ñëåäóåò çàâèñèìîñòü äëÿ îáîáùåííîãî êîýô-
ôèöèåíòà æåñòêîñòè:c = 3EJz/l

3, ãäå EJz � æåñòêîñòü íà èçãèá (E � ìîäóëü
óïðóãîñòè ïåðâîãî ðîäà, Jz � îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ). Åñ-
ëè, íàïðèìåð, Jz = πd4/64 (äëÿ ñïëîøíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ), òî c = k∗m2,
ãäå k∗ = 3E/4πγ2l5; l = const. Ñ óìåíüøåíèåì ìàññû ðóêè ïàäàåò åå æåñòêîñòü,
÷òî âëå÷åò çà ñîáîé íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìåð äëÿ ñíèæåíèÿ
îòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäñòâèé ïîäàòëèâîñòè ðóêè [1,3].
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Ðèñ. 1. Ñõåìà òåëåñêîïè÷åñêîãî ìàíèïóëÿòîðà.

Ïðè îïòèìàëüíîì ïåðåíîñíîì äâèæåíèè óïðóãîãî îáúåêòà [1] åäèíè÷íîé ìàññû
ýíåðãèÿ, çàòðà÷åííàÿ íà óïðàâëÿåìîå äâèæåíèå, âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

A1 = 2

∫ T∗/2

0

ue(t)νe(t)dt =
L2p2

π2
,

ãäå νe(t) = Lp(1−cos pt)/2π � ñêîðîñòü ïåðåíîñíîãî äâèæåíèÿ; ue(t) = Lp2 sin pt/2π
� óïðàâëåíèå (óñêîðåíèå â ïåðåíîñíîì äâèæåíèè);T∗ = 2π/p, T∗ � îáùåå âðåìÿ
îïòèìàëüíîãî äâèæåíèÿ; L � îáùåå ïåðåìåùåíèå â ïåðåíîñíîì äâèæåíèè; p = k/n,
ãäå k � ÷àñòîòà êîëåáàíèé óïðóãîãî îáúåêòà (k2 = c/m, ãäå m � ìàññà îáúåêòà);
n = 2, 3, 4, . . . Îáùàÿ ðàáîòà óïðàâëåíèÿ (ïðè n = 2) ðàâíà:

A = 4mL2/T 2
∗ =

√
c/k∗ · 4L2/T 2

∗ = 4
√

c/k∗ · V 2
cp. (1.1)

Èç (1.1) ñëåäóåò, ÷òî ñ ðîñòîì ìàññû èëè æåñòêîñòè óâåëè÷èâàþòñÿ ýíåðåãåòè-
÷åñêèå çàòðàòû íà óïðàâëåíèå; ýíåðãèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñðåäíåé ñêîðîñ-
òè Vcp = L/T∗.

Â äàííîé ñòàòüå àíàëèç îïòèìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ äåôîðìèðóåìûõ îáúåêòîâ
äàí íà ïðèìåðàõ.

2. Îïòèìàëüíîå äâèæåíèå óïðóãîãî îáúåêòà ïî îòðåçêó
ïðÿìîé

Îáîáùàÿ ðåçóëüòàòû ïðåäøåñòâóþùèõ èññëåäîâàíèé [1�4], ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Âñÿêîìó êîñîñèììåòðè÷íîìó îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ ïåðåíîñíûì äâèæå-
íèåì óïðóãîãî îáúåêòà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîå
âðåìÿ äâèæåíèÿ, çà êîòîðîå îñóùåñòâèìî ïåðåìåùåíèå îáúåêòà èç íà÷àëüíîãî
â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ àáñîëþòíîãî ïîêîÿ.

Ïóñòü èçâåñòíà ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé k óïðóãîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòå-
ïåíüþ ñâîáîäû (ïåðèîä T = 2π/k) è çàäàíî îïòèìàëüíîå êîñîñèììåòðè÷íîå óïðàâ-
ëåíèå ïåðåíîñíûì äâèæåíèåì (óñêîðåíèå îñíîâàíèÿ óïðóãîãî îáúåêòà êàê ôóíê-
öèÿ âðåìåíè), à òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå âðåìÿ óïðàâëÿ-
åìîãî äâèæåíèÿ T∗, ïðè êîòîðîì ïîñëå îòêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿ îáúåêòà
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â êîíöå äâèæåíèÿ îòñóòñòâóþò (ïðè t ≥ T∗). Êàê èçâåñòíî, äëÿ âðåìåíè äâèæåíèÿ
t ≥ T∗ â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ íåçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé ïåðåìåùåíèå (â îòíîñèòåëü-
íîì äâèæåíèè) îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì:

xr(t) =
ν∗
k

sin kt + x∗ cos kt = B sin(kt + α),

ãäå B =
√

(ν∗/k)2 + x2∗, α = arctg(x∗k/ν∗). Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ïðè t > T∗ îòñóò-
ñòâóþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B = 0, ò.å. â ìîìåíò âðåìåíè t = T∗ ñêîðîñòü
ν∗ = 0 è ïåðåìåùåíèå x∗ = 0. Ðàâåíñòâî íóëþ ñêîðîñòè è ïåðåìåùåíèÿ óïðóãîãî
îáúåêòà â ìîìåíò t = T ñ îäíîâðåìåííûì îòêëþ÷åíèåì óïðàâëåíèÿ � íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ êîëåáàíèé (ïðè t > T ). Çàïèñû-
âàÿ âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèÿ è ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ íà ó÷àñòêå
óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ T∗ ≥ t ≥ 0 è ïðèðàâíèâàÿ èõ íóëþ ïðè t = T∗, íàõîäèì ìî-
ìåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ T∗ èëè n = T∗/T , ãäå T � ïåðèîä
ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Èòàê, åñëè ν∗ = 0 è x∗ = 0, òî ê ìîìåíòó âðåìåíè
t = T∗ äîñòèãàåòñÿ îòíîñèòåëüíûé ïîêîé, à ïîêîé ïåðåíîñíîãî äâèæåíèÿ çàðàíåå
îáåñïå÷åí ïðèíèìàåìûì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì ïåðåíîñíûì äâèæåíèåì.

Ìîìåíòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ðàâíÿþòñÿ íóëþ â êîíöå
äâèæåíèÿ ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (t = 0, xr(0) = 0 è ẋr(0) = 0), èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:

∫ T∗

0

Ue(t) cos ktdt = 0,

∫ T∗

0

Ue(t) sin ktdt = 0 (2.1)

Ñïðàâåäëèâîñòü äàííûõ ðàññóæäåíèé ïðîâåðåíà íà ïðèìåðàõ òðåõ òèïîâ êîñî-
ñèììåòðè÷íûõ óïðàâëåíèé, ãðàôèêè êîòîðûõ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.

(à) (á) (â)

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè êîñîñèììåòðè÷íûõ óïðàâëåíèé ïåðåíîñíûì äâèæåíèåì: (a) ue(t) =
2πL sin pt/T 2

∗ · (H(t) − H(t − T )); (b) ue(t) = A(H(t) − 2H(t − T∗/2) + H(t − T∗); (c) ue(t) =
6L(1− 2t/T∗)/T 2

∗ · (H(t)−H(t− T )), ãäå H(t) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.

Ñëó÷àé 1. Åñëè èñïîëüçóåòñÿ óïðàâëåíèå a , òî ñ ó÷åòîì p = k/n è T∗ = 2π/p
ìîìåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (2.1) ïðåîáðàçóþòñÿ ê òàêèì òðàíñöåíäåíòíûì óðàâíå-
íèÿì:

cos2nπ − 1 = 0, sin 2nπ = 0, (2.2)
êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ïðè n = 2, 3, . . ., ò.å. óïðóãèå êîëåáàíèÿ îáú-
åêòà ïðè t ≥ T∗ îòñóòñòâóþò.
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Ñëó÷àé 2. Ïðè óïðàâëåíèè á îáà ìîìåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîìó
óðàâíåíèþ cos nπ−1 = 0 è êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â êîíöå äâèæåíèÿ îòñóòñòâóþò,
êîãäà n = 2, 4, 6 . . . , ò. å. T∗ = 4π/k, 8π/k, 16π/k, . . . , ãäå k � ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé îïòèìàëüíî ïåðåìåùàåìîãî óïðóãîãî îáúåêòà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû
(îñöèëëÿòîðà).

Ñëó÷àé 3. Äëÿ óïðàâëåíèÿ â ìîìåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ê ñèñòåìå
òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé

−2 sin kT∗ + kT∗(1 + cos kT∗) = 0, 2 cos kT∗ + kT∗ sin kT∗ − 2 = 0,

êîòîðûå, â ðåçóëüòàòå äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ
âèäà:

tg

(
kT∗
2

)
− kT∗

2
= 0 (2.3)

Óðàâíåíèå (2.3) ïðè T∗ = nT = n · 2π/k çàïèñûâàåòñÿ òàê:
tg(nπ)− nπ = 0 (2.4)

Âòîðîé êîðåíü óðàâíåíèÿ (2.4) n2π = 4.4934, ò. å. n2 = 1.4303. Òàêèì îáðàçîì,
íàèìåíüøåå âðåìÿ îïòèìàëüíîãî äâèæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ â îïðåäåëÿþòñÿ T∗ =
2π
k

n2, à äàëüøå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ïåðèîäè÷íîñòü T∗s = T∗ + 2πs
k
, ãäå s =

1, 2, . . .
×èñëåííûé ïðèìåð (ñëó÷àé á ). Èñõîäíûå äàííûå: L = 1ì; T = 4π ñ; k = 1 ñ−1;

A = 4π/T 2. Ãðàôèêè ïåðåìåùåíèÿ è ñêîðîñòè â ïåðåíîñíîì äâèæåíèè èçîáðà-
æåíû íà ðèñ. 3, à ãðàôèêè ïåðåìåùåíèÿ, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ â îòíîñèòåëüíîì
äâèæåíèè � íà ðèñ. 4. Èç ãðàôèêîâ ñëåäóåò, ÷òî ñ îòêëþ÷åíèåì óïðàâëåíèÿ îäíî-
âðåìåííî íàñòóïàåò ïîêîé ïåðåíîñíîãî è îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèé, ò.å. àáñîëþò-
íûé ïîêîé, êîòîðûé èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî èç êîñîñèììåòðè÷íûõ óïðàâëåíèé
(ðèñ. 2).

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè ïåðåìåùåíèÿ se(t) è ñêîðî-
ñòè νe(t) â ïåðåíîñíîì îïòèìàëüíîì äâèæåíèè
(ñëó÷àé á).

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè ïåðåìåùåíèÿ xr(t), ñêîðî-
ñòè ẋr(t) è óñêîðåíèÿ ẍr(t) â îòíîñèòåëüíîì
äâèæåíèè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ
d2xr

dt2
+ k2xr = −A(H(t)− 2H(t− T/2) + H(t− T ))
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íàéäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåìMaple; îíî âåñüìà ãðîìîçäêî è ïîýòîìó çäåñü íå ïðèâîäèò-
ñÿ. Ïåðåìåùåíèå â ïåðåíîñíîì îïòèìàëüíîì äâèæåíèè ðàâíî:

se(t) = BbH(t)t2/2−H(t− T/2)t2 −H(t− T/2)T 2/4 + H(t− T/2)tT c−
−BbH(t− T )t2/2 + H(t− T )T 2/2−H(t− T )tT −H(−T )T 2/4c,

ãäå B = const.

3. Îïòèìàëüíîå äâèæåíèå óïðóãîãî îáúåêòà ïî îêðóæíîñòè
Ðåøåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ óïðóãîãî îáúåêòà (ðèñ. 5) ïî îòðåç-

êó îêðóæíîñòè.

Ðèñ. 5. Ñõåìà îïòèìàëüíîãî äâèæåíèÿ óïðóãîãî îñöèëëÿòîðà ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R.

Áåç ó÷åòà ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äèíàìèêè
îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ óïðóãîãî îáúåêòà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû (ïî îòíîøå-
íèþ ê îñÿì åñòåñòâåííîãî òðåõãðàííèêà, äâèæóùèìñÿ âìåñòå ñ îñíîâàíèåì óïðó-
ãîãî îáúåêòà) â âåêòîðíîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ òàê:

m~ar = ~Φτ
e + ~Φn

e + ~Φe + ~Fóïð, (3.1)

ãäå ~ar � îòíîñèòåëüíîå óñêîðåíèå; ~Φτ
e = −m~a τ

e , ~Φn
e = −m~a n

e � ñîñòàâëÿþùèå ñèëû
èíåðöèè ïåðåíîñíîãî äâèæåíèÿ; ~Φc = −m2~ωe × ~Vr � ñèëà èíåðöèè Êîðèîëèñà;
~Fóïð � ñèëà óïðóãîñòè. Â ïðîåêöèÿõ íà êàñàòåëüíóþ è íîðìàëü óðàâíåíèå (3.1)
ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

m
d2στ

r

dt2
= −cστ

r + 2mϕ̇eσ̇
n
r −mue, m

d2σn
r

dt2
= −cσn

r − 2mϕ̇eσ̇
τ
r −

m (ṡe + σ̇τ
r )2

R + σn
r

, (3.2)

ãäå στ
r , σ

n
r � ïåðåìåùåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññû îñöèëëÿòîðà ïî êàñàòåëüíîé

è âíóòðåííåé íîðìàëè, îáóñëîâëåííûå óïðóãèìè äåôîðìàöèÿìè îáúåêòà; ωe =
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ϕ̇e = ṡe/R, ãäå ṡe = νe = dse/dt, se(t) � äóãîâàÿ êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò
òî÷êè O1; σ̇τ

r , σ̇n
r � ñêîðîñòè ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññû îñöèëëÿòîðà â îòíîñèòåëüíîì

äâèæåíèè; ïðèíÿòî [1] óïðàâëåíèå âèäà ue(t) = Lp2 sin pt/2π, ãäå L � äëèíà îêðóæ-
íîñòè O1A (ðèñ. 5).

Â ñëó÷àå ìàëûõ êîëåáàíèé îáúåêòà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì îêðóæíîñòè R
(â çíàìåíàòåëå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëîæèòü σn

r = 0, à â ÷èñëèòåëå ïðå-
íåáðå÷ü σ̇τ

r ) ñèñòåìà (3.2) ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ñèëàìè èíåðöèè
Êîðèîëèñà, òî (3.2) ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå
òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ:

σ̈τ
r + k2στ

r = −ue, σ̈n
r + k2σn

r = −ṡ2
e/R, (3.3)

ãäå k =
√

c/m, c � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè óïðóãîãî îñöèëëÿòîðà.

Ðèñ. 6. Ãðàôèêè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ (ïå-
ðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé) ñ ó÷åòîì ñèëû èíåðöèè
Êîðèîëèñà.

Ðèñ. 7. Ãðàôèêè στ
r (t), σ̇τ

r (t), σn
r (t), σ̇n

r (t) áåç
ó÷åòà ñèëû èíåðöèè Êîðèîëèñà.

Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.2) èíòåãðèðîâàëàñü ìåòî-
äîì Ðóíãå-Êóòà â MathCad. Ãðàôèêè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ (ïåðåìåùåíèé è
ñêîðîñòåé) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 6 ïðè ñëåäóþùèõ èñõîäíûõ äàííûõ: L = 2ì; R =
10ì; p = 1c−1; k = 4c−1. Èç ãðàôèêà ôóíêöèè σ̇n

r (t) âèäíî, ÷òî â êîíå÷íûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè íå ðàâíà íóëþ. Áåç ó÷åòà ñèëû
èíåðöèè Êîðèîëèñà ãðàôèêè στ

r (t), σ̇τ
r (t), σn

r (t), σ̇n
r (t) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7. Íà

îñíîâàíèè ãðàôèêîâ ñëåäóåò âûâîä, ÷òî â êîíöå äâèæåíèÿ íàñòóïàåò ïîêîé (êîëå-
áàíèÿ îòñóòñòâóþò). Îáùèå âûâîäû ñëåäóþò èç ðÿäà ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

4. Âûâîäû
1. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàäèóñå R åãî èçìåíåíèå â ñâÿçè ñ êîëåáàíèÿìè

îáúåêòà â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè (R + σn
r (t) ∼= R) ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò

íà äèíàìèêó îïòèìàëüíîãî ïåðåíîñíîãî äâèæåíèÿ.

2. Ïðè R −→∞ õàðàêòåð äâèæåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê îïòèìàëü-
íîìó äâèæåíèþ óïðóãîãî îáúåêòà ïî îòðåçêó ïðÿìîé. Äëÿ ìàëûõ ðàäèó-
ñîâ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ (R −→ 0) óñèëèâàåòñÿ îòêëîíåíèå îò èäåàëüíîãî
óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ, óñèëèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè.
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3. Åñëè íå ó÷èòûâàòü ñèëû èíåðöèè Êîðèîëèñà (~Φe
∼= 0) è ïðåíåáðå÷ü σ̇τ

r ïðè
ðàñ÷åòå òàíãåíöèàëüíîé ñêîðîñòè, ò. å. νe = ṡe + σ̇τ

r
∼= ṡe, òî îòíîñèòåëü-

íîå äâèæåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññà, èç
êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî â êîíöå äâèæåíèÿ íàñòóïàåò àáñîëþòíûé ïîêîé, õàðàê-
òåðíûé äëÿ èññëåäîâàííîãî îïòèìàëüíîãî äâèæåíèÿ ïî îòðåçêó ïðÿìîé.

4. Â îáùåì ñëó÷àå îïòèìàëüíîãî äâèæåíèÿ óïðóãîé ñèñòåìû ïî îêðóæíîñòè
äëÿ îáåñïå÷åíèÿ àáñîëþòíîãî ïîêîÿ â êîíöå äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî, èñïîëüçóÿ
çàêîí ïåðåìåùåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû êàê ýòàëîííûé íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ
îáðàòíîé çàäà÷è äèíàìèêè íàéòè äâà óïðàâëåíèÿ (â îòíîñèòåëüíîì äâèæå-
íèè): óïðàâëåíèå, íàïðàâëåííîå ïî êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè; íîðìàëüíîå
óïðàâëåíèå, ïîäàâëÿþùåå êîëåáàíèÿ óïðóãîãî îáúåêòà â ðàäèàëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè.

Ðàññìîòðåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷è ïîèñêà êîìáèíàöèé îïòèìàëü-
íûõ óïðàâëåíèé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ àáñîëþòíîãî èëè îòíîñèòåëüíîãî ïîêîÿ â êîíöå
äâèæåíèÿ óïðóãîãî îáúåêòà ïî ïðîèçâîëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé.

Ñïèñîê öèòèðóåìûõ èñòî÷íèêîâ
1. Áîõîíñêèé À.È. Îïòèìàëüíîå ïåðåíîñíîå äâèæåíèå óïðóãèõ ñèñòåì // Âåñòí. ÑåâÃ-

ÒÓ. Ñåð. Ìåõàíèêà, ýíåðãåòèêà, ýêîëîãèÿ. � Ñåâàñòîïîëü: Èçä-âî ÑåâÍÒÓ, 2002. �
Âûï. 38. � Ñ. 33�38.

2. Áîõîíñêèé À.È., Âàðìèíñêàÿ Í.È. Îïòèìàëüíîå äâèæåíèå îáúåêòîâ ìàëîé æåñòîñòè
â ñîñòîÿíèè íåâåñîìîñòè // Îïòèìèçàöèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ: Ñá. íàó÷í.
òð. � Ñåâàñòîïîëü: Èçä-âî ÑåâÍÒÓ, 2003. � Âûï. 6. � Ñ. 42�47.

3. Áîõîíñêèé À.È., Âàðìèíñêàÿ Í.È. Íåêîòîðûå àêòóàëüíûå çàäà÷è ìåõàíèêè ìàíè-
ïóëÿòîðîâ ìèíèìàëüíîé ìàññû // Ïðîãðåññèâíûå òåõíîëîãèè è ñèñòåìû ìàøèíî-
ñòðîåíèÿ: Ìåæäóíàð. ñá. íàó÷í. òð. � Äîíåöê: Èçä-âî ÄîíÍÒÓ, 2003. � Âûï.25. �
Ñ. 34�38.

4. Áîõîíñêèé À.È., Âàðìèíñêàÿ Í.È. Îïòèìàëüíîå ïåðåíîñíîå äâèæåíèå óïðóãèõ îáú-
åêòîâ // Äèíàìè÷åñêèé ñèñòåìû: Ìåæâåä. íàó÷í. ñá. � Ñèìôåðîïîëü: ÒÍÓ, 2005. �
Âûï.19. � Ñ. 3�10.

Ïîëó÷åíî 21.03.2006

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 20 (2006)


