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Анотацiя. Дослiджується пружна деформацiя конструкцiї, яка складається з шару та пiвпро-
стору, якi зчепленi мiж собою по всiй межi за виключенням кругової областi. За допомогою
iнтегральних перетворень Ханкеля отримано iнтегральнi рiвняння вiдносно перемiщень верх-
нього берега щiлини. Розглядаються випадки, коли береги щiлини вiльнi вiд навантажень та,
коли розкриття щiлини пропорцiйне нормальним напруженням на її берегах. Спосiб розв’язання
рiвнянь спирається на спектральнi спiввiдношення. Розглянуто чисельнi приклади. Дослiджено
вплив геометричних та пружних характеристик шару на розподiл нормальних напружень та
вертикальних перемiщень точок верхнього берега щiлини
Ключовi слова: щiлина, напружено-деформований стан, осесиметрична деформацiя, iнтеграль-
не рiвняння.

1. Постановка проблеми та огляд публiкацiй

Механiчнi напруження, якi виникають в тiлi при дiї зовнiшнiх навантажень,
можуть призвести до порушення структури матерiалу, утворення нових i росту на-
явних трiщин, а в результатi — до локального або повного руйнування конструкцiї
та її елементiв. Тому вивчення розподiлу напружень в точках тiла поблизу трi-
щини має важливе значення в розрахунках на мiцнiсть i довговiчнiсть елементiв
конструкцiй з трiщинами.

Основи теорiї трiщин закладенi в роботах H.M. Westergaard, I.N. Sneddon, Г.I.
Баренблатта i G.R. Irwin. Основнi результати цiєї теорiї викладенi в багатьох пра-
цях, серед яких зазначимо роботи М.I. Мусхелiшвiлi [3] та Г. П. Черепанова [5].
Сучасний огляд теорiї трiщин можна знайти в монографiї О.М Гузя та В.В. Зозулi
[2]. Основним методом розв’язання задач теорiї трiщин являється метод комплекс-
них потенцiалiв. У зв’язку з розвитком комп’ютерної технiки набули популярностi
метод скiнчених елементiв (роботи J.H. Chang, D.J. Wu, B. Winiarski i I. Guz, T.
Sadowski, L. Marsavina, N. Peride, E.-M. Craciun [6, 11, 12]) та метод граничних
елементiв (роботи С.Y. Dong, Xiangqiao Yan [7, 13]).

Задачi про круглу трiщину, подiбнi до розглянутих в статтi, розв’язано в ро-
ботах R. V. Goldstein, V. M. Vainshelbaum [8] та M. Rekik, M. Neifar, S. El-Borgi
[10]. Для їх розв’язку використанi iнтегральнi перетворення Ханкеля. На вiдмiну
вiд вказаних робiт, в данiй статтi проводиться врахування наповнювача щiлини та
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використано iнший спосiб регуляризацiї отриманих iнтегральних рiвнянь. В запро-
понованiй моделi щiлини вважатимемо, що вертикальнi перемiщення точок верх-
нього берега щiлини пропорцiйнi нормальним напруженням в точках цього берега
зi змiнним коефiцiєнтом пропорцiйностi (врахування наповнювача). Запропонова-
ний пiдхiд дозволяє розповсюдити отриманий розв’язок на випадок багатошарових
основ. Розглянуто двi задачi: про визначення НДС шару поблизу щiлини на ме-
жi пружного шару та абсолютно жорсткого пiвпростору та про визначення НДС
пружного пiвпростору з щiлиною.

2. Визначення НДС системи шар-абсолютно жорсткий
пiвпростiр з щiлиною на їх межi

Розглянемо пружний невагомий шар постiйної товщини, який лежить на абсо-
лютно жорсткому пiвпросторi. Деформацiя шару осесиметрична. Матерiал шару
вважатимемо невагомим, однорiдним та iзотропним.

На нижнiй межi шару для ρ > a шар зчеплений з пiвпростором, а при ρ ≤ a
маємо або щiлину вiльну вiд навантаження, або щiлину заповнену пружною ре-
човиною. Пiд дiєю зосередженого навантаження величиною Q, направленого пер-
пендикулярно межi шару, щiлина розкривається. Введемо цилiндричну систему
координат, так як вказано на рисунку 1.

Рис. 1. Трiщина мiж пружним шаром та пiв-
простором

Межовi умови на верхнiй межi шару ма-
ють вигляд:

σz(ρ; 0) = Qδε(ρ), τρz(ρ; 0) = 0, (1)

де δε(ρ) =

{
1

πε2
, ρ ≤ ε,

0, ρ > ε,
ε −→ 0.

Вважатимемо, що горизонтальнi пере-
мiщення точок верхнього берега трiщини
настiльки малi, що ними можна знехтува-
ти i, з врахуванням цього, межовi умови на

нижнiй межi шару мають вигляд:

u(ρ;h) = 0, (2)

w(ρ;h) =

{
A(ρ), ρ ≤ a,

0, ρ > a,
(3)

де A(ρ) = (a2 − ρ2)
η
f(ρ), u = uρ, w = uz — компоненти вектора перемiщення, f(ρ)

— обмежена неперервна функцiя на iнтервалi [0, a], η > 0 — параметр, який визна-
чає особливiсть поведiнки функцiї w(ρ;h) поблизу вершини щiлини. В цiй статтi
обмежимось випадком η = 1

2
, оскiльки при такому значеннi вiдомi спектральнi

спiввiдношення, якi використовуватимуться при розв’язаннi задачi. В рамках за-
пропонованої моделi вважатимемо, що

σz(ρ;h) = yη(ρ)f(ρ), ρ ≤ a. (4)
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Функцiя (a2 − ρ2)
η
/yη(ρ) — змiнний коефiцiєнт пропорцiйностi мiж перемiщення-

ми та напруженнями.
Задачу будемо розв’язувати за допомогою iнтегрального перетворення Ханке-

ля:

f
m
(p) =

+∞∫
0

ρf(ρ)Jm(pρ)dρ, f(ρ) =

+∞∫
0

pf
m
(p)Jm(pρ)dp, (5)

де p ∈ [0; +∞) — параметр iнтегрального перетворення, Jm(pρ) — функцiя Бесселя
m-го порядку. Як показано в [1], трансформанти напружень i перемiщень точок
шару можна представити у виглядi лiнiйної комбiнацiї допомiжних функцiй α, β,
γ, δ:

pw0(p; z) =
1

2µ
[((2− ω) sh pz − ωpz ch pz)α+ 2 (−ωpz sh pz + ch pz) β+

+2 ((1− ω) sh pz − ωpz ch pz) γ − ωpz sh pzδ], (6)

pu1(p; z) =
1

2µ
[ωpz sh pzα + 2 ((1− ω) sh pz + ωpz ch pz) β+

+2 (ωpz sh pz + ch pz) γ − ((2− ω) sh pz + ωpz ch pz) δ], (7)

τ 1ρz(p; z) = (−(1− ω) sh pz + ωpz ch pz)α+ 2ωpz sh pzβ+

+2ω (sh pz + pz ch pz) γ + (ωpz sh pz + chpz) δ, (8)

σ0
z(p; z) = (ch pz − ωpz sh pz)α+ 2ω (sh pz − pz ch pz) β−

−2ωpz sh pzγ − ((1− ω) sh pz + ωpz ch pz) δ. (9)

Тут

α = σ0
z(p; 0), β = µpw0(p; 0), γ = µpu1(p; 0), δ = τ 1ρz(p; 0), ω =

1

2(1− ν)
. (10)

Застосуємо пряме перетворення Ханкеля (5) до спiввiдношень (2), (3):u1(p;h) = 0,

w0(p;h) =
a∫
0

rA(r)J0(pr)dr = M(p).
(11)

Двi з чотирьох допомiжних функцiї α i δ можна знайти з межових умов (1) на
верхнiй межi шару:

α = lim
ε→0

Q

πε2

ε∫
0

ρJ0(pρ)dρ = lim
ε→0

Q

π

J1(pε)

pε
=

Q

2π
, δ = 0. (12)
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Пiдставимо в лiвi частини спiввiдношень (11) вирази для трансформант перемi-
щень (6), (7) та (12). Отримаємо систему вiдносно функцiй β i γ, розв’язок якої
має вигляд:

β =
4πµp (ωp1S + C)M(p) + (ωp1 + (ω − 2)SC)Q

4π (1 + ω2p21 + ω(2− ω)S2)
, (13)

γ =
4πµp ((ω − 1)S − ωp1C)M(p) + (−ω2p21 + (ω2 − 3ω + 2)S2)Q

4π (1 + ω2p21 + ω(2− ω)S2)
. (14)

Тут p1 = ph, S = sh ph, C = ch ph.
Нормальне напруження на нижнiй межi шару можна знайти iз спiввiдношення:

σz(ρ;h) =

+∞∫
0

pσ0
z(p;h)J0(pρ)dp. (15)

З врахуванням (12) — (14) перепишемо (15) в наступному виглядi:

σz(ρ;h) = G(ρ) + g(ρ). (16)

Тут

G(ρ) = 2µω

+∞∫
0

p2 (−p1 + CS)M(p)

1 + ω2p21 +ϖS2
J0(pρ)dp,ϖ = ω(2− ω),

g(ρ) =
Q

2π

+∞∫
0

p (ωp1S + C)

1 + ω2p21 +ϖS2
J0(pρ)dp. (17)

Перетворимо доданок G(ρ). Замiнимо M(p) його iнтегральним представленням iз
спiввiдношень (11) та змiнимо порядок iнтегрування:

G(ρ) = 2µω

a∫
0

rA(r)

 +∞∫
0

p2 (−p1 + CS)

1 + ω2p21 +ϖS2
J0(pρ)J0(pr)dp

 dr, (18)

Оскiльки при p −→ +∞

N(p) =
p2 (−p1 + CS)

1 + ω2p21 +ϖS2
− p2

ϖ
= −ϖp2 (2p1 + e−2p1) + p2 (2−ϖ + 2ω2p21)

2ϖ (1 + ω2p21 +ϖS2)
−→ 0,

то зручно ввести позначення

R(r, ρ) = −ϖ

+∞∫
0

N(p)J0(pρ)J0(pr)dp, T = − 2µ

2− ω
,

W 2
00(r, ρ) =

+∞∫
0

p2J0(pρ)J0(pr)dp,
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де W 2
00(r, ρ) — iнтеграл Вебера-Сонiна.

З врахуванням позначень спiввiдношення (18) приймають вигляд:

G(ρ) = T

a∫
0

rA(r)
[
R(r, ρ)−W 2

00(r, ρ)
]
dr. (19)

Таким чином маємо такий зв’язок мiж нормальними напруженнями в точках верх-
нього берега щiлини σz(ρ;h) та нормальними перемiщеннями A(ρ) точок верхнього
берега щiлини:

σz(ρ, h) = T

a∫
0

rA(r)
[
R(r, ρ)−W 2

00(r, ρ)
]
dr + g(ρ). (20)

Iз спiввiдношень (20) отримуємо iнтегральне рiвняння вiдносно невiдомої функцiї
f(ρ):

T

a∫
0

r
(
a2 − r2

)η
f(r)

[
R(r, ρ)−W 2

00(r, ρ)
]
dr = −g(ρ). (21)

Перейдемо до нових змiнних s i t:

s =
r

a
, t =

ρ

a
.

Враховуючи, що W 2
00(as, at) =

W 2
00(s,t)

a3
та позначивши F (t) = f(at), g1(t) = g(at),

R1(s, t) = a2(1+η)R(as, at), перетворимо рiвняння (21) до вигляду:

T

1∫
0

s
(
1− s2

)η
F (s)

[
R1(s, t)− a2η−1W 2

00(s, t)
]
ds = −g1(t). (22)

Оскiльки в данiй статтi розглядатимемо лише випадок η = 1
2
, то невiдому

функцiю шукатимемо у виглядi:

F (t) =
n∑

i=0

miP
0, 1

2
i

(
1− 2t2

)
, (23)

де P
0, 1

2
i (1− 2t2) — многочлени Якобi. Рiвняння (22) з врахуванням спiввiдношень

(23) приймає вигляд:

T
n∑

i=0

mi

1∫
0

s
(
1− s2

) 1
2 P

0, 1
2

i

(
1− 2s2

) [
R1(s, t)−W 2

00(s, t)
]
ds = −g1(t)
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Зазначимо,що iнтеграл W 2
00(s, t) розбiгається, проте iнтегралу

1∫
0

s
(
1− s2

) 1
2 P

0, 1
2

i

(
1− 2s2

)
W 2

00(s, t)ds

можна надати скiнчене значення, якщо вважати, що спектральнi спiввiдношення
(5.2) наведенi в [4] iстиннi при всiх допустимих значеннях параметрiв. З врахуван-
ням цього будемо мати:

1∫
0

s
(
1− s2

) 1
2 P

0, 1
2

i

(
1− 2s2

)
W 2

00(s, t)ds =
2
[
Γ
(
i+ 3

2

)]2
P

0, 1
2

i (1− 2t2)

i!2
, i = 0, n. (24)

Перетворимо останнє рiвняння до вигляду:

T
n∑

i=0

mi

 1∫
0

s
(
1− s2

) 1
2 P

0, 1
2

i

(
1− 2s2

)
R1(s, t)ds−

2
[
Γ
(
i+ 3

2

)]2
P

0, 1
2

i (1− 2t2)

i!2

 =

= −g1(t), i = 0, n. (25)

Невiдомi коефiцiєнти mi можна знайти шляхом розкладання правої та лiвої частин
iнтегрального рiвняння (25) в лiнiйнi комбiнацiї многочленiв Якобi P 0, 1

2
i (1 − 2t2)

з наступним прирiвнюванням коефiцiєнтiв при многочленах однакового порядку.
Невiдому функцiю f(ρ) знаходимо за формулою:

f(ρ) = F (
ρ

a
) =

n∑
i=0

miP
0, 1

2

(
a2 − 2ρ2

a2

)
.

Для моделi щiлини з пружним наповнювачем σz(ρ;h) ̸= 0 при ρ ≤ a . Як зазна-
чено вище, в рамках запропонованої моделi вважаємо, що вертикальнi перемiщен-
ня точок верхнього берега щiлини пропорцiйнi нормальним напруженням, зi змiн-
ним коефiцiєнтом пропорцiйностi. Iнтегральне рiвняння для визначення функцiї
f(ρ) має вигляд

yη(ρ)f(ρ) = T

a∫
0

rA(r)
[
R(r, ρ)−W 2

00(r, ρ)
]
dr + g(ρ).

В рамках запропонованої моделi вважаємо, що yη(ρ) = −c = const, тобто

σz(ρ, h) = −cf(ρ), ρ ≤ a. (26)

Аналоги спiввiдношень (25) при цьому мають вигляд:

n∑
i=0

mi

P 0, 1
2

i

(
1− 2t2

)
− κ

1∫
0

s
(
1− s2

) 1
2 P

0, 1
2

i

(
1− 2s2

)
R1(s, t)ds+
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+
2κ

[
Γ
(
i+ 3

2

)]2
P

0, 1
2

i (1− t2)

i!

 = −bg1(t), κ =
2bµ

2− ω
, c =

1

b
, i = 0, n.

Невiдомi коефiцiєнти mi можна знайти способом використаним для випадку щi-
лини вiльної вiд навантаження.

3. Дослiдження НДС пружного пiвпростору з щiлиною
паралельною верхнiй межi

Дископодiбну щiлину в пружному пiвпросторi будемо розглядати як щiлину на
межi шару та пружного пiвпростору з однаковими пружними характеристиками.
Межовi умови на нижнiй межi шару в даному випадку мають вигляд:

w2(ρ; 0)− w1(ρ;h) =

{
A(ρ), ρ ≤ a,

0, ρ > a,

u2(ρ; 0) = u1(ρ;h),

σz2(ρ; 0) = σz1(ρ;h),

τxz2(ρ; 0) = τxz1(ρ;h),

(27)

де A(ρ) = (a2 − ρ2)
η
f(ρ).

Застосуємо пряме перетворення Ханкеля до межових умов (27):
w0

2(p; 0)− w0
1(p;h) =

a∫
0

rA(r)J0(pr)dr = M1(p)

u1
2(p; 0) = u1

1(p;h),

σ0
z2(p; 0) = σ0

z1(p;h),

τ 1xz2(p; 0) = τ 1xz1(p;h).

(28)

Перетворимо спiввiдношення (28) до вигляду:
− 1

2ω
α2 +

1−ω
2ω

δ2 = µpw0
1(p;h) + µpM1(p)

1−ω
2ω

α2 − 1
2ω
δ2 = µpu1

1(p;h),

α2 = σ0
z1(p;h),

δ2 = τ 1xz1(p;h).

(29)

При побудовi останнiх спiввiдношень були використанi спiввiдношення (10) та за-
лежнiсть мiж допомiжними функцiями пружного пiвпростору [1]:(

β2

γ2

)
=

(
− 1

2ω
1−ω
2ω

1−ω
2ω

− 1
2ω
.

)(
α2

δ2

)
,

Пiдставимо вирази (12) та (6)–(9) в спiввiдношення (29), отримаємо систему вiд-
носно β1 i γ1, розв’язок якої має вигляд:

β1 = −µp(1 + p1)e
−p1M1(p)−

Q

4πω
, (30)
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γ1 = µpp1e
−p1M1(p) +

Q(1− ω)

4πω
. (31)

Пiдставимо в спiввiдношення (15) вирази (30)-(31):

σz1(ρ;h) = G1(ρ) + d(ρ). (32)

Тут

G1(ρ) = µω

+∞∫
0

[
p2

(
1 + 2p1 + 2p21

)
e−2p1 − p2

]
M1(p)J0(pρ)dp,

d(ρ) =
Q

2π

+∞∫
0

p (1 + p1) e
−p1J0(pρ)dp.

Замiнимо M1(p) в спiввiдношеннi (32) його iнтегральним представленням iз спiввiд-
ношень (28) та змiнимо порядок iнтегрування:

σz(ρ;h) = µω

a∫
0

rA(r)
[
L1(r, ρ)−W 2

00(r, ρ)
]
dr + d(ρ). (33)

Тут

L1(r, ρ) =

+∞∫
0

p2
(
1 + 2p1 + 2p21

)
e−2p1J0(pρ)J0(pr)dp.

Для випадку щiлини вiльної вiд навантажень iнтегральне рiвняння приймає
вигляд:

µω

a∫
0

rA(r)
[
L1(r, ρ)−W 2

00(r, ρ)
]
dr = −d(ρ). (34)

Перейдемо до нових змiнних s i t:

s =
r

a
, t =

ρ

a
.

Враховуючи, що

W 2
00(as, at) =

W 2
00(s, t)

a3

та позначивши

F (t) = f(at), d1(t) = d(at), L1(s, t) = a2(1+η)L(as, at),

приведемо рiвняння (34) до вигляду:

µω

1∫
0

s
(
1− s2

)η
F (s)

[
L1(s, t)− a2η−1W 2

00(s, t)
]
ds = −d1(t). (35)
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Для випадку щiлини з пружним наповнювачем iнтегральне рiвняння приймає
вигляд:

F (t)− κ1

1∫
0

s
(
1− s2

)η
F (s)

[
L1(s, t)− a2η−1W 2

00(s, t)
]
ds = bd1(t), (36)

де κ1 = bµω.
Розв’язок рiвнянь (35) i (36) шукатимемо у виглядi (23). З врахуванням цього

iнтегральнi рiвняння (35) i (36) приймають вигляд:

µω
n∑

i=0

mi

 1∫
0

s
(
1− s2

) 1
2 P

0, 1
2

i

(
1− 2s2

)
L1(s, t) ds−

−
2
[
Γ
(
i+ 3

2

)]2
P

0, 1
2

i (1− 2t2)

i!2

 = −d1(t),

для щiлини вiльної вiд навантажень,

n∑
i=0

mi

P 0, 1
2

i

(
1− 2t2

)
− κ1

 1∫
0

s
(
1− s2

) 1
2 P

0, 1
2

i

(
1− 2s2

)
L1(s, t)ds−

−
2
[
Γ
(
i+ 3

2

)]2
P

0, 1
2

i (1− t2)

i!

 = bd1(t)

для щiлини з пружним наповнювачем.
Розв’язок цих рiвнянь знаходимо способом застосованим до рiвняння (25).

4. Числовi результати

Розглянемо дископодiбну щiлину з пружним наповнювачем, яка знаходить-
ся на межi пружного шару та абсолютно жорсткого пiвпростору (рис. 1). Радiус
щiлини a. Шар знаходиться пiд дiєю нормального зосередженого навантаження
величини Q. Для числових розрахункiв введено безрозмiрнi величини h̃ = h/a,
x̃ = x/a, µ̃ = µa2/Q, b̃ = bQ/a2, σ̃z(ρ̃, h̃) = σz(ρ, h)a

2/Q, w̃(ρ̃, h̃) = −w(ρ, h)/a. Ниж-
че на рисунках наведенi графiки нормальних напружень σ̃z(ρ̃, h̃) (рис. 2, 4, 6, 8) i
вертикальних перемiщень w̃(ρ̃, h̃) точок верхнього берега щiлини (рис. 3, 5, 7, 9).
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Рис. 2. Нормальнi напруження σ̃z(ρ̃, h̃)

при рiзних значеннях коефiцiєнта Пуассона ν

Рис. 3. Вертикальнi перемiщення w̃(ρ̃, h̃)

при рiзних значеннях коефiцiєнта Пуассона ν

Рис. 4. Нормальнi напруження σ̃z(ρ̃, h̃)

при рiзних значеннях модуля зсуву µ̃

Рис. 5. Вертикальнi перемiщення w̃(ρ̃, h̃)

при рiзних значеннях модуля зсусу µ̃
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Рис. 6. Нормальнi напруження σ̃z(ρ̃, h̃)

при рiзних значеннях коефiцiєнта пружного
зв’язку b̃

Рис. 7. Вертикальнi перемiщення w̃(ρ̃, h̃)

при рiзних значеннях коефiцiєнта пружного
зв’язку b̃

Рис. 8. Нормальнi напруження σ̃z(ρ̃, h̃)

при рiзних значеннях товщини шару h̃

Рис. 9. Вертикальнi перемiщення w̃(ρ̃, h̃)

при рiзних значеннях товщини шару h̃

Аналiз графiкiв показує, що зi збiльшенням коефiцiєнта Пуассона ν, модуля
зсуву µ та товщини шару h спостерiгається зменшення нормальних напружень
σ̃z(ρ̃, h̃) та вертикальних перемiщень w̃(ρ̃, h̃) точок верхнього берега щiлини, при
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збiльшеннi коефiцiєнта пружностi b̃ нормальнi напруження σ̃z(ρ̃, h̃) в точках верх-
нього берега щiлини зменшуються, а вертикальнi перемiщення w̃(ρ̃, h̃) збiльшу-
ються. Отриманi результати не суперечать фiзичному сенсу.
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