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Àíîòàöiÿ. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèíãóëÿðíà çàäà÷à Êîøi äëÿ íåÿâíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.
Äîâåäåíî iñíóâàííÿ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäií-
êó öèõ ðîçâ'ÿçêiâ, âèçíà÷åíà ¨õ êiëüêiñòü. Êðiì òîãî, âèâ÷åíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäèíêó ïåðøèõ
ïîõiäíèõ çíàéäåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ìè êîðèñòó¹ìîñÿ ìåòîäàìè ÿêiñíî¨ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü òà ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó. Âñi óìîâè ¹ åôåêòèâíèìè.

Ñèíãóëÿðíà çàäà÷à Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ðîçâ'ÿçàíîãî âiä-
íîñíî ïîõiäíî¨, äîñòàòíüî äîêëàäíî âèâ÷åíà; îäåðæàíi ñóòòåâi ðåçóëüòàòè ÿê ùîäî
ðîçâ'ÿçíiñòi òà êiëüêiñòi ðîçâ`ÿçêiâ [10, 13], òàê i ùîäî àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé
ðîçâ'ÿçêiâ [1, 5]. Àëå ïðè äîñëiäæåííi çàäà÷ Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿíí-
íÿ, íå ðîçâ'ÿçàíîãî âiäíîñíî ïîõiäíî¨, â îñíîâíîìó ðîçãëÿäàëèñÿ ëèøå ïèòàííÿ
ðîçâ'ÿçíîñòi [3, 12, 15] é çáiæíîñòi äî ðîçâ'ÿçêó ïîñëiäîâíîñòåé íàáëèæåíü [2, 11,
14, 16], àëå àñèìòîòèêà ðîçâ'ÿçêiâ âèâ÷åííà ïîðiâíÿííî ìàëî íàâiòü â ðåãóëÿðíî-
ìó âèïàäêó. Â öi¹é ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ ïðîáëåìà iñíóâàííÿ, êiëüêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ
òà àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè öiõ ðîçâ'ÿçêiâ i ¨õ ïåðøèõ ïîõiäíèõ îäíi¹¨ ñèíãóëÿð-
íî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, íå ðîçâ'ÿçíîãî âiäíîñíî ïîõiäíî¨
íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨. Ïðè àíàëiçi çàäà÷i âèêîðèñòóþòüñÿ ìåòîäè ÿêiñíî¨ òåîði¨ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííü [4, 5, 6]. Ðîáîòà ïðîäîâæó¹ äîñëiäæåííÿ àâòîðiâ ïî÷àòi â
ðîáîòàõ [7, 8, 9].

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à Êîøi
α(t)x′(t) = at + bx(t) + ϕ(t, x(t), x′(t)) = 0, (1)

x(0) = 0, (2)
äå x : (0, τ) → R � íåâiäîìà ôóíêöiÿ. Íåõàé âèêîíàíi íàñòóïíi óìîâè (À):
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1) a, b � ñòàëi, b 6= 0;

2) α : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, limt→+0 α(t) = 0;

3) ϕ : D → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ,

D = {(t, x, y) : t ∈ (0, τ), |x +
a

b
t| < γ1(t), |y +

a

b
| < γ2(t)},

äå γi : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, limt→+0 γi(t) = 0, i ∈ {1, 2}.
Îçíà÷åííÿ 1. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2) íàçâåìî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó
ôóíêöiþ x : (0, ρ] → R, 0 < ρ < τ , ÿêà òîòîæíî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1) ïðè
âñiõ t ∈ (0, ρ] òà, êðiì òîãî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó limt→+0 x(t) = 0.

Íåõàé ñòàëi c1, c2 âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

c1 = −a

b
, c2 = − a

b2
. (3)

Íàçâåìî óìîâàìè (Â) ñóêóïíiñòü íàñòóïíèõ óìîâ:
1) |ϕ(t, x1, y1)− ϕ(t, x2, y2)| ≤ l2

α(t)
t
|x1 − x2| + l3α(t) |y1 − y2| äëÿ áóäü-ÿêèõ

(t, x1, y1) ∈ D, (t, x2, y2) ∈ D, äå l2, l3 � äîäàòíi ñòàëi, l2 + l3 < 1
2
;

2) α : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó

lim
t→+0

α(t)

γ1(t)
= 0, lim

t→+0
α′(t) = 0, lim

t→+0
t
α′(t)
α(t)

= λ1,

äå λ1 � íåâiä'¹ìíà ñòàëà;
3) |c2|α(t) < γ1(t), |c2|α′(t) < γ2(t), t ∈ (0, τ);
4) iñíó¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ β : (0, τ) → (0, +∞) òàêà, ùî

|ϕ(t, c1t + c2α(t), c1 + c2α
′(t))| ≤ α(t)β(t), t ∈ (0, τ)

òà, êðiì òîãî,

lim
t→+0

β(t)

γ2(t)
= 0, lim

t→+0

α(t)

tβ(t)
= λ2, lim

t→+0
t
β′(t)
β(t)

= λ3,

äå λ2, λ3 � íåâiä'¹ìíi ñòàëi.

Òåîðåìà. ßêùî âèêîíàíi óìîâè (À),(Â), òî iñíóþòü ñòàëi ρ ∈ (0, τ), M > 0,
q > 0 òàêi, ùî:

à) ÿêùî b > 0, òî ó çàäà÷i (1), (2) iñíó¹ êîíòèíóóì Ω ðîçâ'ÿçêiâ x : (0, ρ] → R,
êîæåí ç ÿêèõ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

|x(t)− c1t− c2α(t) ≤ Mα(t)β(t), (4)
|x′(t)− c1 − c2α

′(t)| ≤ qMβ(t), (5)
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äå ñòàëi c1 òà c2 îçíà÷åíi ôîðìóëàìè (3). ßêùî ξ � áóäü-ÿêà ñòàëà, ÿêà çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó

|ξ − c1ρ− c2α(ρ)| < Mα(ρ)β(ρ),

òî â êîíòèíóóìi Ω iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê xξ : (0, ρ] → R òàêèé, ùî xξ(ρ) = ξ;
á) ÿêùî b < 0, òî ó çàäà÷i (1),(2) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x : (0, ρ] → R, ÿêèé

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (4), (5).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñòàëi M òà q çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

2 |b| < q <
|b|
l3

, M >
|c2|λ1λ2 + 1

|b| − l3q
.

Îäíî÷àñíî ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ρ > 0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

ρ < min {ρ1, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5}
(âñi ñòàëi ρi âèçíà÷àþòüñÿ äàëi). Äîñòàòíÿ ìàëiñòü ρ çàáåçïå÷ó¹ êîðåêòíiñòü âñiõ
íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü. Îçíà÷èìî ÷åðåç B ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâ-
íèõ ôóíêöié x : (0, ρ] → R ç íîðìîþ

‖x‖B = max
t∈[0,ρ]

(|x(t)|+ |x′(t)|) .

Îçíà÷èìî ÷åðåç U ïiäìíîæèíó B, êîæíèé åëåìåíò u : [0, ρ] → R ÿêî¨ çàäîâîëü-
íÿ¹ íåðiâíîñòi

|u(t)− c1t− c2α(t)| ≤ Mα(t)β(t), t ∈ (0, ρ] ,
|u′(t)− c1 − c2α

′(t)| ≤ qMβ(t), t ∈ (0, ρ] ,

ïðè÷îìó u(0) = 0, u′(0) = c1. Î÷åâèäíî, ùî U � çàìêíåíà é îáìåæåíà ìíîæèíà.
Iñíó¹ òàêå ρ1 ∈ (0, τ), ùî äëÿ âñiõ t ∈ (0, ρ], äå ρ ≤ ρ1, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

(t, u(t), u′(t)) ∈ D

äëÿ âñiõ u ∈ U .
Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

x′(t) =
1

α(t)
(at + bx(t) + ϕ(t, u(t), u′(t))), (6)

äå u ∈ U � áóäü-ÿêà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ. Îçíà÷èìî

D0 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ] , x ∈ R} .

Âñþäè â D0 äëÿ ðiâíÿííÿ (6) âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè iñíóâàííÿ é ¹äíîñòi
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi òà íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêó âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ.
Ââåäåìî íàñòóïíi îçíà÷åííÿ:

Φ1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ] , |x− c1t− c2α(t)| = Mα(t)β(t)} ,
D1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ] , |x− c1t− c2α(t)| < Mα(t)β(t)} ,
H = {(t, x) : t = ρ, |x− c1ρ− c2α(ρ)| < Mα(ρ)β(ρ)} .
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Íåõàé ôóíêöiÿ A1 : D0 → [0, +∞) îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

A1(t, x) = (x− c1t− c2α(t))2(α(t)β(t))−2

òà íåõàé a1 : D0 → R � ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ â ñèëó ðiâíÿííÿ (6). Íåâàæêî ïå-
ðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî iñíó¹ òàêå ρ2 ∈ (0, τ), ùî äëÿ âñiõ t ∈ (0, ρ], äå ρ ≤ ρ2,
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

sign a1(t, x) = sign b, (t, x) ∈ Φ1. (7)

à) Íåõàé b > 0. Òîäi a1(t, x) > 0, (t, x) ∈ Φ1. Òîìó ([8], ñòîð.65�66) êîæíà ç
iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ ðiâíÿííÿ (6), ÿêi ïåðåòèíàþòü H, îçíà÷åíà ïðè t ∈ (0, ρ] òà
ëåæèòü â D1 ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ]. Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ôiêñîâàíó òî÷êó G(ρ, xG) ∈ H
òà ïîçíà÷èìî ÷åðåç Iu : (t, xu(t)) iíòåãðàëüíó êðèâó ðiâíÿííÿ (6), ÿêà ïðîõîäèòü
÷åðåç öþ òî÷êó. Íà ïiäñòàâi ñêàçàíîãî,

|xu(t)− c1t− c2α(t)| < Mα(t)β(t), t ∈ (0, ρ] . (8)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

|x′u(t)− c1 − c2α
′(t)| < qMβ(t), t ∈ (0, ρ] . (9)

Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì xu(0) = 0, x′u(0) = c1. Òîäi xu ∈ U . Îçíà÷èìî îïåðàòîð
T : U → U ðiâíiñòþ

Tu = xu. (10)

á) Íåõàé b < 0. Òîäi a1(t, x) < 0 , (t, x) ∈ Φ1. Òîìó ([8], ñòîð.66) ñåðåä iíòåãðàëü-
íèõ êðèâèõ ðiâíÿííÿ (6), ÿêi ïåðåòèíàþòü H, çíàéäåòüñÿ õî÷à á îäíà, ÿêà îçíà÷åíà
ïðè t ∈ (0, ρ] òà ëåæèòü â D1 ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ]. Ïîçíà÷èìî öþ iíòåãðàëüíó êðèâó
÷åðåç Iu : (t, xu(t)). Äîâåäåìî òåïåð, ùî Iu : (t, xu(t)) � öå ¹ ¹äèíà iíòåãðàëüíà êðè-
âà ðiâíÿííÿ (6) ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî îäíîïàðàìåòðè÷íi
ñiì'¨ ìíîæèí

Φ2 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ] , |x− xu(t)| = να(t)β(t)(− ln t)} ,
D2 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ] , |x− xu(t)| < να(t)β(t)(− ln t)} ,

äå ν � ïàðàìåòð, ν ∈ (0, 1]. Íåõàé ôóíêöiÿ A2 : D0 → [0, +∞) îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

A2(t, x) = (x− xu(t))
2(α(t)β(t)(− ln t))−2

òà íåõàé a2 : D0 → R � ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ â ñèëó ðiâíÿííÿ (6). Ëåãêî áà÷èòè,
ùî iñíó¹ òàêå ρ3 ∈ (0, τ), ùî äëÿ âñiõ t ∈ (0, ρ], äå ρ ≤ ρ3, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

a2(t, x) < 0, (t, x) ∈ D0,

ÿêùî òiëüêè x 6= xu(t). Çîêðåìà, a2(t, x) < 0, ÿêùî (t, x) ∈ Φ2(ν) äëÿ êîæíî-
ãî ν ∈ (0, 1]. Çâiäñè âèïëèâà¹ ([8], ñòîð.66�67) ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ, ÿêå
äîâîäèòüñÿ. ßê é ó âèïàäêó b > 0, âèêîíàíi óìîâè (8), (9). ßêùî ïîêëàñòè çà
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îçíà÷åííÿì xu(0) = 0, x′u(0) = c1, òîäi xu ∈ U . Îçíà÷èìî îïåðàòîð T : U → U
ðiâíiñòþ (10).

Äîâåäåìî, ùî T : U → U � îïåðàòîð ñòèñêó. Íåõàé u1 ∈ U , u2 ∈ U � áóäü-ÿêi
ôiêñîâàíi ôóíêöi¨. Ïîçíà÷èìî Tui = xi, i ∈ {1, 2}. ßêùî u1 = u2, òî x1 = x2. Íåõàé
äàëi ‖u1 − u2‖B = h, h > 0. Áóäåìî äîñëiäæóâàòè ïîâåäiíêó iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

x′(t) =
1

α(t)
(at + bx(t) + ϕ(t, u1(t), u

′
1(t))). (11)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Φ3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ] , |x− x2(t)| = γhα(t)} ,
D3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ] , |x− x2(t)| < γhα(t)} ,

äå γ � ñòàëà, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

l2 + l3
|b| < γ <

1− (l2 + l3)

|b| .

Íåõàé ôóíêöiÿ A3 : D0 → [0, +∞) îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

A3(t, x) = (x− x2(t))
2(α(t))−2

òà íåõàé a3 : D0 → R � ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ â ñèëó ðiâíÿííÿ (11). Ëåãêî áà÷èòè,
ùî iñíó¹ òàêå ρ4 ∈ (0, τ), ùî äëÿ âñiõ t ∈ (0, ρ], äå ρ ≤ ρ4, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

sign a3(t, x) = sign b, (t, x) ∈ Φ3. (12)

à) Íåõàé b > 0. Òîäi a3(t, x) > 0, (t, x) ∈ Φ3. Òîìó ([8], ñòîð.67�68) iíòåãðàëüíà
êðèâà Iu : (t, xu(t)) íå ìà¹ ñïiëüíèõ òî÷îê ç Φ3 òà, îòæå, öÿ iíòåãðàëüíà êðèâà
ëåæèòü â D3 ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ]. Öå îçíà÷à¹, ùî

|x1(t)− x2(t)| ≤ γhα(t), t ∈ (0, ρ] . (13)

Òîìó
|x′1(t)− x′2(t)| ≤ (|b| γ + l2 + l3)h, t ∈ (0, ρ] , (14)

çâiäêè

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| ≤ (|b| γ + l2 + l3 + o(1))h, t → +0. (15)

Iñíó¹ òàêå ρ5 ∈ (0, τ), ùî äëÿ âñiõ t ∈ (0, ρ], äå ρ ≤ ρ5, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| ≤ θh, t ∈ (0, ρ] , (16)

äå
θ =

1

2
(1 + |b| γ + l2 + l3) ;
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î÷åâèäíî, 0 < θ < 1. Îòæå,

max
t∈[0,ρ]

(|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)|) ≤ θh, (17)

àáî
‖Tu1 − Tu2‖B ≤ θ ‖u1 − u2‖B , (18)

äå 0 < θ < 1. Ïðîâåäåíi ìiðêóâàííÿ íå çàëåæàòü âiä îáðàííÿ ôóíêöié ui ∈ U ,
i ∈ {1, 2}. Òîìó T : U → U � îïåðàòîð ñòèñêó.

á) Íåõàé b < 0. Òîäi a3(t, x) < 0, (t, x) ∈ Φ3. Ïðè öüîìó

|x1(t)− x2(t)| ≤ |x1(t)− c1t− c2α(t)|+ |x2(t)− c1t− c2α(t)| ≤
≤ 2Mα(t)β(t) < γhα(t),

ÿêùî t ∈ (0, t(h)], äå t(h) ∈ (0, ρ) äîñòàòíüî ìàëå. Òîìó iíòåãðàëüíà êðèâà
Iu : (t, xu(t)) ðiâíÿííÿ (11) ëåæèòü â D3 ïðè t ∈ (0, t(h)], çâiäêè âèõîäèòü ([8],
ñòîð.67�69), ùî öÿ iíòåãðàëüíà êðèâà áóäå çàëèøàòèñÿ â D3 ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ].
Äàëi, ÿê é ó âèïàäêó b > 0, îäåðæèìî îöiíêè (13)�(18). Òàêèì ÷èíîì, T : U → U �
îïåðàòîð ñòèñêó. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè äî
îïåðàòîðà T : U → U ïðèíöèï Áàíàõà ñòèñíóòèõ âiäîáðàæåíü.
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