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Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå çàùåìë¼ííîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîãîé öèëèí-
äðè÷åñêîé ïàíåëè ïðè äåéñòâèè ðàâíîìåðíîãî äàâëåíèÿ. Çàäà÷à ïðèâåäåíà ê ðåãóëÿðíîé áåñêî-
íå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. ×èñëåííûå îöåíêè ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîé
ñèñòåìû ïîëó÷åíû ìåòîäîì óëó÷øåííîé ðåäóêöèè. Âïåðâûå âûïîëíåíî óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè
ðåøåíèÿ âî âñåé îáëàñòè åãî îïðåäåëåíèÿ. Ðåøåíèå ñèñòåìû ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïàíåëè

Îïðåäåëåíèå 1. ¾Ïàíåëüþ¿ áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó óðàâ-
íåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íà ïðÿìîóãîëüíèêå (Π è ν � âåùåñòâåííûå, (Ξ+

γ0
)2

� ÷èñòî ìíèìîå, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ Φ � êîìïëåêñíàÿ):

• Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå: ∆2Φ− (Ξ+
γ0

)2 · ∂2Φ
∂x2 = Π

• Â êà÷åñòâå íåîáõîäèìûõ ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà ÷åòû-
ð¼õ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âûñòóïàþò (÷åðåç ∂

∂n
îáîçíà÷àåì ïðîèçâîäíóþ ïî

íîðìàëè ê ãðàíèöå, ÷åðåç ∂
∂τ

� ïðîèçâîäíóþ ïî êàñàòåëüíîé):

1. Re Φ

2. Re ∂Φ
∂n

3. Im((2 + ν) · ∂3Φ
∂n∂τ2 + ∂3Φ

∂n3 )

4. Im g, ãäå g = −ν · ∂2Φ
∂τ2 + ∂2Φ

∂n2

Èñêîìàÿ Φ ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû (÷èñòî ìíèìîé)

• Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ÷¼òíû, êàê ïî x, òàê è ïî y
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• Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 2. è 3. îäíîðîäíû

2. Ïðîñòðàíñòâî ¾ïàíåëåé¿
Çàôèêñèðóåì êàêèå-òî ν, a, b è Ξ+

γ0
. Òîãäà ëþáàÿ ¾ïàíåëü¿ ïîëíîñòüþ îïðå-

äåëèìà çíà÷åíèåì Π è çàäàíèåì ôóíêöèé Re Φ è Im g íà Ã-îáðàçíîé ÷åòâåðòè
ãðàíèöû.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ¾ïàíåëåé¿ îáëàäàåò ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Â ÷àñòíîñòè, íóëåâûì ýëåìåíòîì
ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ¾ïàíåëü¿ ñ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì è îäíîðîäíûìè ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ¾ïàíåëåé¿:

• ¾Ïàíåëè¿ ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè áóäåì íàçûâàòü ¾çàùåì-
ë¼ííûìè ïàíåëÿìè¿. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ¾çàùåìë¼ííûõ ïàíåëåé¿ áó-
äåò îäíîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. ¾Çàùåìë¼ííóþ ïàíåëü¿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
Π îáîçíà÷èì ÷åðåç ωΠ

• ßñíî, ÷òî ∀Π ∈ R : ωΠ = −Π · ω−1, ïîýòîìó ëþáàÿ ¾çàùåìë¼ííàÿ ïàíåëü¿ ωΠ

ñâîäèòñÿ ê ¾çàùåìë¼ííîé ïàíåëè¿ ω−1

• Ïîäïðîñòðàíñòâî ¾ïàíåëåé¿ ñ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì (ò. å. ¾ïàíåëè¿ c p0

D
= 0)

îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωhomogeneous. Êñòàòè, èçâåñòíàÿ çàäà÷à èç [2], íà ïðèìåðå êî-
òîðîé Â.Ò. Ãðèí÷åíêî îïèñàë ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ðåãóëÿðíûõ
áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå è ìåòîä ëèìèòàíò, ìîæåò ñëóæèòü ïðèìå-
ðîì îáúåêòà ïîäïðîñòðàíñòâà Ωhomogeneous (ñ R = +∞)

• Ïîäìíîæåñòâî ¾ïàíåëåé¿ ñ Π = 1 (ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ëþáûå) îáîçíà÷èì
÷åðåç Ωparticular. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåïðèíÿòîé ïðàêòèêîé, ìû áóäåì ïîä-
áèðàòü ωhorisontal ∈ Ωparticular ñ çàâåäîìî èçâåñòíûì ðåøåíèåì (¾÷àñòíîå ðå-
øåíèå¿ ¾ïàíåëè¿ ω−1) è ñâîäèòü ¾ïàíåëü¿ ω−1 ê ¾ïàíåëè¿ ω ∈ Ωhomogeneous:
ω−1 = ω − ωhorisontal. Ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ¾ïàíåëè¿ ω áóäóò ãðàíè÷-
íûå çíà÷åíèÿ ¾ïàíåëè¿ ωhorisontal. ×àñòíîå ðåøåíèå ¾ïàíåëè¿ ω−1 íåòðóäíî
íàéòè, åñëè èñêàòü åãî çàâèñÿùèì òîëüêî îò îäíîé èç äâóõ ïåðåìåííûõ. Òàê
ìû íàéä¼ì ¾ïàíåëü¿

Φ =

{ −x2

2·(Ξ+
γ0

)2
, R < +∞

(x2−a2)2

4!
, R = +∞

, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç ωhorisontal. Àëüòåðíà-

òèâîé ÿâëÿåòñÿ ¾ïàíåëü¿ Φ = (y2−b2)2

4!
, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç ωvertical

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Èìååòñÿ çàùåìë¼ííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïàíåëü ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû R, íà êî-

òîðóþ ñíèçó äåéñòâóåò ðàâíîìåðíîå äàâëåíèå p0. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, òîëùèíó
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ïàíåëè ñ÷èòàåì ðàâíîé åäèíèöå. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïóñòü ðàâåí ν, ìîäóëü
Þíãà ïóñòü ðàâåí E, æ¼ñòêîñòü ïóñòü ðàâíà D.

Cîãëàñíî [4], ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ òàêîé, êàê ¾çàùåìë¼ííàÿ ïà-
íåëü¿ ω

p0
D ñ (Ξ+

γ0
)2 =

2·
√

3·(1−ν2)

i·R , ïðè ýòîì èñêîìûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ òàê:

1. i·(Ξ+
γ0

)2·R
E

·Re Φ � ïðîãèá (â íàïðàâëåíèè äàâëåíèÿ)

2. −E
12·(1−ν2)2

·Re(ν · ∂2Φ
∂τ2 + ∂2Φ

∂n2 ) � ìîìåíò

3. −D ·Re ∂3Φ
∂n3 � îáîáù¼ííàÿ ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà Êèðõãîôà

4. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

4.1. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè

Ââåä¼ì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ãàðìîíèê γ (γm = m·π
b
, ãäå m ∈ N) è λ (λn = n·π

a
,

ãäå n ∈ N). Âûäåëèì ñðåäè Ωhomogeneous ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ¾îäíîðîäíûõ ïàíåëåé¿,
ðåøàþùèõñÿ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ:

• ¾Ïàíåëü¿ ωγ0 : Φ =

{
A+

γ0
· ch(Ξ+

γ0
· x), R < +∞

i·x2

2
, R = +∞

• ¾Ïàíåëü¿ ωλ0 : Φ = i·y2

2

• Ïðè R < +∞ ¾ïàíåëè¿ ωj
λ: Φ = cos(λ · x) · Aj

λ · ch(Ξj
λ · y) , ãäå

Ξ+,−
λ =

√
λ2 ± λ · Ξ+

γ0

i

• Ïðè R < +∞ ¾ïàíåëè¿ ωj
γ: Φ = cos(γ · y) · Aj

γ · ch(Ξj
γ · x) , ãäå

Ξ+,−
γ =

√
2·γ2+(Ξ+

γ0
)2±
√

4·γ2·(Ξ+
γ0

)2+(Ξ+
γ0

)4

2

• Ïðè R = +∞ ¾ïàíåëè¿ ωλ: Φ = cos(λ · x) · (ch(λ · y) + Bλ · λ · y · sh(λ · y))

• Ïðè R = +∞ ¾ïàíåëè¿ ωγ: Φ = cos(γ · y) · (ch(γ · x) + Bγ · γ · x · sh(γ · x))

Êîìïëåêñíûå ïàðàìåòðû A+
γ0
, Aj

γ, Aj
λ è âåùåñòâåííûå Bγ, Bλ âûáèðàþòñÿ èç

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 2. è 3. â îïðåäåëåíèè ïàíåëè (â ÷àñòíîñòè, A+
γ0

= a
(Ξ+

γ0
)3·sh(Ξ+

γ0
·a)
,

Bγ = −1
1+γ·a·cth(γ·a)

è ò. ä.).
∀ω ∈ Ωhomogeneous : ¾îäíîðîäíàÿ ïàíåëü¿ ω îáÿçàíà êàê-òî ðàçëàãàòüñÿ ïî ýòîìó

ñ÷¼òíîìó ìíîæåñòâó ¾ïàíåëåé¿, ò. å. ìîæíî çàïèñàòü:
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ω = ωλ0 · ξλ0 +

{
(ωregular + ωγ0) · ξγ0 , R < +∞
ωregular + ωγ0 · ξγ0 , R = +∞ , ãäå

ωregular =





∞∑
γ=γ1

+∑
j=−

ξj
γ · ωj

γ −
∞∑

λ=λ1

+∑
j=−

ξj
λ · ωj

λ, R < +∞
∞∑

γ=γ1

ξγ · ωγ −
∞∑

λ=λ1

ξλ · ωλ, R = +∞
.

Ýòî ðàçëîæåíèå ñâîäèò ¾ïàíåëü¿ ω ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ξγ0 , ξλ0 , ξλ è ξγ (ïðè
R = +∞) èëè ξγ0 , ξλ0 , ξj

λ è ξj
γ (ïðè R < +∞). Ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ¾ìåòîäîì

ñóïåðïîçèöèè¿ (method of superposition) è ñâÿçàíî ñ èìåíàìè ôðàíöóçñêèõ ìàòå-
ìàòèêîâ XIX âåêà Ëàìå (Lamå) è Ìàòü¼ (Mathieu) [6, ðàçäåë 3.1]. Õîðîøî îïèñàíî
â ìîíîãðàôèè [2].

Â 5.1 ìû ïîêàæåì, ÷òî íàõîæäåíèå íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ ξγ0 è ξλ0

ìîæíî îñòàâèòü íà ïîòîì. Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíîå � íàó÷èòüñÿ ðåøàòü ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ¾îäíîðîäíûõ ïàíåëåé¿ ñ ξγ0 = 0 è ξλ0 = 0. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Ωregular ⊂ Ωhomogeneous. Äëÿ ¾îäíîðîäíûõ ïàíåëåé¿ ïîäïðîñòðàíñòâà
Ωregular õàðàêòåðíî òî, ÷òî äëÿ èõ ðåøåíèÿ íåîáÿçàòåëüíî çíàòü íóëåâûå ãàðìîíè-
êè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

4.2. Äâà ñïîñîáà ðåäóêöèè ¾ïàíåëè¿ òèïà Ωregular

4.2.1. Ïðîñòàÿ ðåäóêöèÿ

Îïðåäåëåíèå 2. Îñòàâèì â ðàçëîæåíèè ¾ïàíåëè¿ ωregular ∈ Ωregular, ñîäåðæà-
ùåì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ, òîëüêî ïåðâûå p
ïàð íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ (λ1 ≤ λ ≤ λp, γ1 ≤ γ ≤ γp) íåèçâåñòíûìè, à
îñòàëüíûå ïîñ÷èòàåì íóëåâûìè. Òîãäà âìåñòî ïîëîæåííîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû
ðåøàòü ïðèä¼òñÿ ëèøü êîíå÷íóþ ñèñòåìó. Òàêîå óïðîùåíèå ¾ïàíåëè¿ ωregular íà-
çûâàåì ¾ïðîñòîé ðåäóêöèåé¿ è îáîçíà÷àåì ÷åðåç ωregular. Ýòîò, ïîæàëóé, ñàìûé
ýëåìåíòàðíûé ñïîñîá ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ωregular [5, �2,
Òåîðåìà IV], ïðåäëîæèë Ôóðüå (Fourier) åù¼ â 1807 ã. [6, ñòð. 8 (ðàçäåë 2)].

Çàìå÷àíèå. Êàê áóäåò áîëåå ïîäðîáíî ðàññêàçàíî â ðàçäåëå 4.2.4, ïðèáëèæåíèå
ωregular ≈ ωregular âûãëÿäèò ãðóáî, åñëè ìû èùåì ïðîèçâîäíûå âòîðîãî è âûøå
ïîðÿäêîâ îò Φ (ñðåäè òð¼õ íàøèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí îäèí ïðîãèá òîëüêî èõ íå
èñïîëüçóåò).

4.2.2. Ïðîñòàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà óëó÷øåííîé ðåäóêöèè

Îïðåäåëåíèå 3. Ââåä¼ì äëÿ ¾ïàíåëè¿ ωregular ∈ Ωregular ïîíÿòèå ¾ñîïðÿæ¼ííîé
ïàíåëè¿: ω∗ = ωetalon − ωregular, ãäå ωetalon ∈ Ωregular � íåêîòîðàÿ ¾ýòàëîííàÿ ïà-
íåëü¿ ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì. Òåïåðü íà ïðàâî íàçûâàòüñÿ ¾ïðîñòîé ðåäóêöèåé¿
¾ïàíåëè¿ ωregular ñìîæåò ïðåòåíäîâàòü íå òîëüêî ωregular, íî è ωetalon − ω∗.
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Òåîðåìà 1. Îáðåòÿ, áëàãîäàðÿ îïðåäåëåíèþ 3, äâå ¾ïðîñòûå ðåäóêöèè¿, ìû ïî-
ëó÷èëè âîçìîæíîñòü ïîäáèðàòü òàêèå êîýôôèöèåíòû k è k∗ (ðåøàòü çàäà÷ó
îïòèìèçàöèè), ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëàñü ñèñòåìà:

{
k · ωregular + k∗ · (ωetalon − ω∗) ≈ ωregular

k + k∗ = 1

Èìåííî ýòîé âîçìîæíîñòüþ ïîëüçóåòñÿ ìåòîä, èçâåñòíûé ïîä íàçâàíèåì ¾óëó÷-
øåííàÿ ðåäóêöèÿ¿ [2], ò. å. ïîäáîðîì êîýôôèöèåíòîâ k è k∗ ìû ìîæåì âûéòè è
íà òî ïðèáëèæåíèå ¾ïàíåëè¿ ω, êîòîðîå èçâåñòíî ïîä íàçâàíèåì ¾óëó÷øåííàÿ
ðåäóêöèÿ¿.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì ðåãóëÿðíóþ áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó, êî-
òîðàÿ èìååò òå æå êîýôôèöèåíòû, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà-
øåé ¾ïàíåëè¿, íî ðåøåíèå êîòîðîé � êîíñòàíòà 1. Òîãäà ¾ïàíåëü¿, êîòîðîé ñîîò-
âåòñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà, âåä¼ò ñåáÿ êàê ðàç, êàê ωetalon. À â ðîëè k∗ âûñòóïàåò
ïðåäåë ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé íàøåé ¾ïàíåëè¿.

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ó íàñ åñòü ¾ýòàëîííàÿ ïàíåëü¿ ωetalon, òî
∀C ∈ R : âçÿâ çà ¾ýòàëîííóþ ïàíåëü¿ ¾ïàíåëü¿ C · ωetalon, ìû íèêàê íå èçìåíèì
ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïðèáëèæåíèé ¾ïàíåëè¿ ωregular. Ò. å. ¾ýòàëîííóþ ïàíåëü¿
ìîæíî çàäàâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð.

4.2.3. Âûâîä ¾ýòàëîííîé ïàíåëè¿ èç òåðìèíîëîãèè ðåãóëÿðíûõ ñèñòåì
Äëÿ R = +∞ íàøà çàäà÷à, êàê èçâåñòíî, óæå ðåøàëàñü [6]. È óæå òîãäà

È.Ã. Áóáíîâó ïðèøëà â ãîëîâó ìûñëü ðàññìîòðåòü ðåãóëÿðíóþ áåñêîíå÷íóþ ñèñòå-
ìó, ÷òî èìååò ðåøåíèåì êîíñòàíòó 1 è èãðàåò êëþ÷åâîå çíà÷åíèå äëÿ ïðîâåäåíèÿ
óëó÷øåííîé ðåäóêöèè, êàê ðàçëîæåíèå íåêîòîðîé ¾ïàíåëè¿ ìåòîäîì ñóïåðïîçè-
öèè. Îí ïîïðîáîâàë ïðîñóììèðîâàòü áåñêîíå÷íûå ðÿäû è âíåçàïíî ïîëó÷èë äëÿ
ôóíêöèè Φ àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå [6, ôîðìóëà (21) â 3.2]. ¾Ïàíåëü¿, êîòîðàÿ
ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèþ, âûïèñàííîìó È.Ã. Áóáíîâûì, ïîðàçèòåëüíûì îáðàçîì
ïîääà¼òñÿ çàïèñè â òåðìèíîëîãèè ââåä¼ííîãî íàìè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìî-
ùüþ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ åãî îáúåêòîâ: 4! · (ωvertical − ωhorisontal). Âîçíèêàåò ìûñëü,
íå ïîøëà ëè òðàäèöèîííàÿ ìåòîäèêà óëó÷øåííîé ðåäóêöèè ïî ñëèøêîì èçâèëè-
ñòîìó ïóòè?

4.2.4. Âûâîä ¾ýòàëîííîé ïàíåëè¿ ïî êðèòåðèþ íåóñòðàíèìîé
ïîãðåøíîñòè ïðîñòîé ðåäóêöèè

Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ êîìáèíàöèÿ ¾ïàíåëåé¿ òèïà Ωhomogeneous, âûïèñàííûõ â 4.1,
áóäåò òî÷íî ðåøàòüñÿ ïðîñòîé ðåäóêöèåé, íî åñòü åù¼ îäèí ïðîñòîé ñïîñîá ñîñòà-
âèòü ¾ïàíåëü¿ òèïà Ωhomogeneous � âçÿòü ðàçíîñòü äâóõ íåîäèíàêîâûõ ¾ïàíåëåé¿
òèïà Ωparticular (ìû íå ñëó÷àéíî âûïèñàëè öåëûõ äâå ¾ïàíåëè¿ òèïà Ωparticular).

Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî:
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• Ïðè R = +∞ òàêàÿ ðàçíîñòü ωvertical − ωhorisontal óæå ïðèíàäëåæèò ïîäïðî-
ñòðàíñòâó Ωregular

• ïðè R < +∞ ωvertical − ωhorisontal − ωγ0 ∈ Ωregular

Ýòî è áóäåò íàøèì îïðåäåëåíèåì ¾ýòàëîííîé ïàíåëè¿.
Â ìîíîãðàôèè [2] âïåðâûå îïèñàí ýôôåêò: Ïðîñòàÿ ðåäóêöèÿ ñòðàäàåò íåóñòðà-

íèìîé íèêàêèì p →∞ ïîãðåøíîñòüþ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå, íî óëó÷øåííàÿ ðå-
äóêöèÿ ñâîáîäíà îò ýòîãî íåäîñòàòêà. Íåòðóäíî âûâåñòè êðèòåðèé ãîäíîñòè ¾ïà-
íåëè¿ íà ðîëü ¾ýòàëîííîé ïàíåëè¿:
¾Ïàíåëü¿ ωetalon âûçûâàåò âûøåóïîìÿíóòûé ýôôåêò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íå ïîääà¼òñÿ ïðîñòîé ðåäóêöèè, ò. å. êîãäà ωetalon êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ωetalon.

5. Êîãäà äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ çàäàíû êîíêðåòíûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàùåìëåíèÿ ωhorisontal

5.1. Îòäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ξγ0 è ξλ0 îò îñòàëüíûõ

Ëåììà 1. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ¾ïàíåëè¿
{

(ωregular + ωγ0) · ξγ0 , R < +∞
ωregular + ωγ0 · ξγ0 , R = +∞ ñ

òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ñîâïàäàþò ñ íàøèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ωhorisontal.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ¾ïàíåëè¿ ωλ0 ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ êîí-
ñòàíòû.

Òåîðåìà 2. Ïðè R < +∞ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ¾ïàíåëè¿ ωregular � ãðàíè÷íûå
çíà÷åíèÿ ¾ïàíåëè¿ −ωγ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó íàøè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ωhorisontal � êîíñòàíòû, ïî
ëåììå 1 ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ¾ïàíåëè¿ (ωregular + ωγ0) · ξγ0 � òîæå êîíñòàíòû.
Çíà÷èò, êîíñòàíòàìè ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ¾ïàíåëè¿
ωregular + ωγ0 , è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ¾ïàíåëè¿ ωregular ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå
çíà÷åíèÿ ¾ïàíåëè¿ −ωγ0 ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.

Òåîðåìà 3. Ïðè R = +∞ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ¾ïàíåëè¿ ωregular ñîâïàäàþò ñ
íàøèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ωhorisontal.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ¾ïàíåëè¿ ωγ0 � êîíñòàíòû, ñëåäîâàòåëüíî,
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ¾ïàíåëè¿ ωregular òå æå, ÷òî è äëÿ ¾ïàíåëè¿{

(ωregular + ωγ0) · ξγ0 , R < +∞
ωregular + ωγ0 · ξγ0 , R = +∞ , êîòîðûå, ñîãëàñíî ëåììå 1, ñ òî÷íîñòüþ äî êîí-

ñòàíòû ñîâïàäàþò ñ íàøèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ωhorisontal.

Çàìå÷àíèå. ×òî êàñàåòñÿ êîýôôèöèåíòîâ ξγ0 è ξλ0 , òî îíè ìîãóò ïîñëå ðåøåíèÿ
¾ïàíåëè¿ ωregular áûòü íàéäåíû èç ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé: îäíî � äëÿ Im gγ0 ,
äðóãîå � äëÿ Im gλ0 . Â ñëó÷àå R = +∞ a-priori âèäíî, ÷òî îíè ðàâíû íóëþ.
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5.2. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

5.2.1. Çàìå÷àíèÿ ê ãðàôèêàì

Ìû ÷èñëåííî ðåøèì ¾çàùåìë¼ííóþ ïàíåëü¿ ω−1 ñ a = 50, b = 50, ν = 1
4
äâà

ðàçà. Îäèí ðàç ïðè R = +∞, âòîðîé ðàç � ïðè R = 200. Òî÷íîñòü ìåòîäà óëó÷-
øåííîé ðåäóêöèè, ò. å. ïîðÿäîê p, çàäàäèì ðàâíûì 100. Ãðàôèêè ñëåäóþò ïàðàìè
äëÿ ñðàâíåíèÿ ñëó÷àÿ R = +∞ (ñëåâà) ñî ñëó÷àåì R = 200 (ñïðàâà).

Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ê ãðàôèêàì:

• Â óãëàõ Re ∂3Φ
∂n3 = Re ∂3Φ

∂τ3 , à ïîñêîëüêó Re Φ = const íà ãðàíèöå, Re ∂3Φ
∂τ3 = 0.

Ñòàëî áûòü, â óãëàõ ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ìîæíî
ïðîêîíòðîëèðîâàòü ãðàôèêè 3 è 5

• Â óãëàõ Re ∂2Φ
∂n2 = Re ∂2Φ

∂τ2 , à ïîñêîëüêó Re Φ = const íà ãðàíèöå, Re ∂2Φ
∂τ2 = 0.

Ñòàëî áûòü, â óãëàõ è ìîìåíò òîæå äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ìîæíî ïðîêîí-
òðîëèðîâàòü ãðàôèêè 2 è 4

• Ãðàôèêè 3 è 5 äëÿ ñëó÷àÿ R = +∞� ýòî ïîâòîð¼ííûå ðàñ÷¼òû. Àíàëîãè÷íûå
ãðàôèêè ñòðîèëèñü â [6]. Ìîæíî ïðîâåñòè ñðàâíåíèå

• Ìîæíî ïðîâåðèòü, óìåíüøàþòñÿ ëè àìïëèòóäû òð¼õ íàøèõ ôèçè÷åñêèõ âå-
ëè÷èí ïðè óâåëè÷åíèè âûïóêëîñòè ïàíåëè (ò. å. ïðè óìåíüøåíèè R)

5.2.2. Ïðîãèá ïàíåëè (òî÷íåå, Re Φ)

Ðèñ. 1. Ïðîãèá
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5.2.3. Ìîìåíò è ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà íà ãðàíèöå y = b (âäîëü
öèëèíäðà)

Ðèñ. 2. Ìîìåíò (òî÷íåå, Re(ν · ∂2Φ
∂τ2 + ∂2Φ

∂n2 ) = Re(ν · ∂2Φ
∂x2 + ∂2Φ

∂y2 ))

Ðèñ. 3. Ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà (òî÷íåå, Re ∂3Φ
∂n3 = Re ∂3Φ

∂y3 )

5.2.4. Ìîìåíò è ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà íà ãðàíèöå x = a (ïîïåð¼ê
öèëèíäðà)

Ðèñ. 4. Ìîìåíò (òî÷íåå, Re(ν · ∂2Φ
∂τ2 + ∂2Φ

∂n2 ) = Re(ν · ∂2Φ
∂y2 + ∂2Φ

∂x2 ))
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Ðèñ. 5. Ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà (òî÷íåå, Re ∂3Φ
∂n3 = Re ∂3Φ

∂x3 )
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