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Àííîòàöèÿ. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñèñòåìû èìååò äâå ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ðåøåíèé â ñëó-
÷àå óñòîé÷èâîñòè ïî ôîðìàì òðåòüåãî ïîðÿäêà. Äëÿ ñèñòåìû ñ óñòîé÷èâîé è êðèòè÷åñêîé êîì-
ïîíåíòàìè ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà, êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé, óñòîé÷èâîñòü, ôóíêöèÿ Ëÿ-

ïóíîâà

Ââåäåíèå

Çíà÷èòåëüíîå ìåñòî â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè çàíèìàåò èññëåäîâàíèå êðèòè-
÷åñêèõ ñëó÷àåâ. Êàê èçâåñòíî, ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì ïî Ëÿïóíî-
âó [8], åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìå-
åò êîðíè ñ íóëåâîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ è íå èìååò êîðíåé ñ ïîëîæèòåëü-
íîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Ñëó÷àé ñ îäíîé ïàðîé ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé èçó-
÷åí åù¼ À.Ì.Ëÿïóíîâûì [9]. Òåîðèÿ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ ïîëó÷èëà ðàçâè-
òèå â ðàáîòàõ Í. Ã.×åòàåâà, È. Ã.Ìàëêèíà, Ê.Ï.Ïåðñèäñêîãî, Ã. Â.Êàìåíêîâà,
Â. Ã.Âåðåòåííèíîâà, À.Ì.Ìîë÷àíîâà, À.Ë.Êóíèöûíà è äðóãèõ ó÷åíûõ.

Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ À.Ì.Ëÿïóíîâà ðàñïðîñòðàíåí
Ë.Ñàëüâàäîðè [18] íà ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè. Ê.Ïàéôôåð è À.ß.Ñàâ÷åíêî â ñòàòüå [15] ïðåä-
ñòàâèëè ðåçóëüòàòû ïî ïàññèâíîé ñòàáèëèçàöèè, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè ôóíê-
öèè Ëÿïóíîâà â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïàð ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé. À.ß.Ñàâ÷åíêî è
À.Î.Èãíàòüåâ [12] èññëåäîâàëè óñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ íåàâòîíîìíû, íî
ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà àâòîíîìíà è å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò m
êîðíåé ñ îòðèöàòåëüíûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷àñòÿìè è n ïàð ÷èñòî ìíèìûõ êîð-
íåé. J.-H. Fu, E.H.Abed [14] ïîñòðîèëè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà Óêðàèíû äëÿ ìîëîäûõ ó÷å-
íûõ GP/F32/141.
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â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå îäíîãî íóëåâîãî èëè ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé. Ïîêàçàíî,
÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñîäåðæàò òîëüêî ÷ëåíû òðåòüåé
è ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.

Îñîáûé èíòåðåñ â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëÿåò èçó-
÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ
àâòîíîìíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâîéñòâà ýêñïîíåíöèàëüíîé è
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ýêâèâàëåíòíû. A.Devinatz [13] ðàññìîòðåë ëèíåé-
íóþ ñèñòåìó ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è ïîëó÷èë àñèìïòîòè÷åñêèå
îöåíêè äëÿ ïîëíîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû.
Í.Í.Êðàñîâñêèé [7] äîêàçàë òåîðåìó îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïðèáëèæåíèþ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà äëÿ ñèñòåì, îïðåäåëÿåìûõ îäíîðîäíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè, è ïîëó÷èë
ñòåïåííóþ îöåíêó ðåøåíèé. Â.È. Çóáîâ äîïîëíèë ðåçóëüòàò Í.Í.Êðàñîâñêîãî ñòå-
ïåííîé îöåíêîé ñíèçó [3]. K. Pei�er, A.Ya. Savchenko [16] èçó÷èëè àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå ðåøåíèé íåëèíåéíîé ñèñòåìû â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå îäíîé ïàðû ÷èñòî
ìíèìûõ êîðíåé è ïîêàçàëè, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè t êðèòè÷åñêèå

ïåðåìåííûå àñèìïòîòè÷åñêè âåäóò ñåáÿ êàê (Gt)−
1
2 , ãäå G � êîíñòàíòà. Â êà÷åñòâå

ïðèìåðà ðàññìîòðåí ìàÿòíèê, ê êîòîðîìó ïðèêðåïëåíî ìàññèâíîå òåëî. Äëÿ ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òàêîãî ìàÿòíèêà ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà. Ñëó÷àé
äâóõ ïàð ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé èññëåäîâàëñÿ â ðàáîòå [17], ãäå èçó÷åíî àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé íåëèíåéíîé ñèñòåìû, à ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðè-
ìåíÿåòñÿ ê çàäà÷å íåëèíåéíîé îïòèìàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Â ñòàòüå [4] ñâîéñòâà
ðåøåíèé èññëåäîâàíû â ñëó÷àå q ïàð ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé è ïîëó÷åíû àñèìïòî-
òè÷åñêèå íåðàâåíñòâà äëÿ íîðìû ðåøåíèé óêîðî÷åííîé ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, äëÿ
ñëó÷àÿ q = 2 ïðîâåäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå ìîäåëüíîé ñèñòåìû è
ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé óêîðî÷åííîé ñèñòåìû òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ òåîðèè óñòîé-
÷èâîñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñèñòåìû èìå-
åò äâå ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå
àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê ðåøåíèé íåëèíåéíîé ñèñòåìû, àíàëîãè÷íûõ îöåíêàì
Í.Í.Êðàñîâñêîãî è Â.È. Çóáîâà ñ êîíñòðóêòèâíûì íàõîæäåíèåì êîíñòàíò. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îöåíîê èñïîëüçîâàí ïðèíöèï ñâåäåíèÿ ñ ÿâíûì ïîñòðîåíèåì ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà äëÿ óêîðî÷åííîé ïîäñèñòåìû íà öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè.

1. Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ñâåäåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ
êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ:

ẋ = Ax+R (x) , (1.1)

ãäå x = (x1, x2, . . . , xn)
T � ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, A � âåùåñòâåííàÿ [n× n]−

ìàòðèöà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàì, R (x) � âåùåñòâåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ôóíêöèÿ, ðàçëîæåíèå êîòîðîé â ðÿä Ìàêëîðåíà íà-
÷èíàåòñÿ ÷ëåíàìè íå íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.1) èìååò
äâå ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé (±iω1,±iω2), à òàêæå p = n − 4 êîðíåé ñ îòðèöà-
òåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñðåäè ÷èñòî
ìíèìûõ êîðíåé íåò êðàòíûõ. Òîãäà ëèíåéíîé ïîäñòàíîâêîé ñ ïîñòîÿííûìè äåé-
ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñèñòåìó (1.1) âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäóþ-
ùåìó âèäó [5]:

˙̃ξk = −ωkη̃k +Xk

(
ξ̃, η̃, w

)
,

˙̃ηk = ωkξ̃k + Yk

(
ξ̃, η̃, w

)
, k = 1, 2,

ẇj =
p∑

i=1

bjiwi +Wj

(
ξ̃, η̃, w

)
, j = 1, p,

(1.2)

ãäå âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû (bij) èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷à-

ñòè, ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèé Xk

(
ξ̃, η̃, w

)
, Yk

(
ξ̃, η̃, w

)
,Wj

(
ξ̃, η̃, w

)
íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ôàçîâûé âåêòîð ïîëó÷åííîé ñèñòåìû áóäåì îáîçíà÷àòü

x̃ =
(
ξ̃1, ξ̃2, η̃1, η̃2, w1, . . . , wp

)T
.

Ïåðåìåííûå ξ̃k, η̃k îáû÷íî íàçûâàþò êðèòè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, à wj � ïåðåìåí-
íûìè ïðèñîåäèíåííîé ñèñòåìû.

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ñâåäåíèÿ [5].

Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ôóíêöèè uj

(
ξ̃, η̃
)
â âèäå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [5, c. 56]:

2∑
k=1

(
∂uj

∂ξ̃k

(
−ωkη̃k +Xk

(
ξ̃, η̃, u

))
+

∂uj

∂η̃k

(
ωkξ̃k + Yk

(
ξ̃, η̃, u

)))
=

=

p∑
i=1

bjiui +Wj

(
ξ̃, η̃, u

)
, j = 1, p.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2)
ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà íå âûøå N . Îáîçíà÷èì ñóììó ôîðì ðÿäà

uj

(
ξ̃, η̃
)
äî (N − 1)−îãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ÷åðåç vj

(
ξ̃, η̃
)
è ââåä¼ì â ñèñòåìå

(1.2) ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:

wj = ζj + vj

(
ξ̃, η̃
)
, j = 1, p;

ξ̃k = ξk +
N−1∑
|l|≥1

Φ
(l)
k (ζ) ξ̃l11 ξ̃

l2
2 η̃

l3
1 η̃

l4
2 ,

η̃k = ηk +
N−1∑
|l|≥1

Ψ
(l)
k (ζ) ξ̃l11 ξ̃

l2
2 η̃

l3
1 η̃

l4
2 , k = 1, 2,

(1.3)
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ãäå Φk,Ψk � ëèíåéíûå ôîðìû îò ζ1, ζ2, . . . , ζp, |l| = l1 + l2 + l3 + l4 [5, c.57].
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàííóþ ñèñòåìó:

ξ̇k = −ωkηk +
∞∑

m=2

X̃
(m)
k (ξ, η, ζ),

η̇k = ωkξk +
∞∑

m=2

Ỹ
(m)
k (ξ, η, ζ), k = 1, 2

ζ̇j =
p∑

i=1

bjiζi +
∞∑

m=2

W̃
(m)
j (ξ, η, ζ), j = 1, p,

ãäå X̃k
m (ξ, η, w) , Ỹ m

k (ξ, η, w) , W̃m
j (ξ, η, w)�ôîðìû ñòåïåíèm ïî ïåðåìåííûì ξ1, ξ2,

η1, η2, w1, . . . , wp, ïðè÷åì , W̃m
j (ξ, η, 0) ≡ 0 ïðè m ≤ N .

Äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ìîæíî ñòðîèòü ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è ×åòàåâà îòäåëü-
íî äëÿ ïåðâîé ãðóïïû óðàâíåíèé è äëÿ âòîðîé, ñîõðàíèâ â íåé òîëüêî ëèíåéíûå
÷ëåíû.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü óêîðî÷åííóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òîëüêî
êðèòè÷åñêèå ïåðåìåííûå:

ξ̇k = −ωkηk +
∞∑

m=2

X
(m)
k (ξ, η),

η̇k = ωkξk +
∞∑

m=2

Y
(m)
k (ξ, η), k = 1, 2

(1.4)

ãäå X
(m)
k (ξ, η) = X̃

(m)
k (ξ, η, 0) , Y

(m)
k (ξ, η) = Ỹ

(m)
k (ξ, η, 0). Èç ïðèíöèïà ñâåäå-

íèÿ [5, c. 61] ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ óêîðî÷åííîé ñèñòåìû (1.4) ïîñòðîåíû ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùèå òåîðåìå À.Ì.Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, èëè
ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå òåîðåìå Í. Ã.×åòàåâà î íåóñòîé÷èâîñòè, ïðè÷åì çíàê
ïðîèçâîäíûõ ýòèõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé ôîðì äî N−ãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-
òåëüíî ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (1.4) íåçàâèñèìî îò ôîðì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà,
òî äëÿ ñèñòåìû (1.2) òàêæå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû òàêèå ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.4) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, íåçàâèñèìî

îò ôîðì X
(m)
k , Y

(m)
k ïîðÿäêà âûøå N , òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.2) (è

ñèñòåìû (1.1)) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ðåøàåòñÿ ôîð-

ìàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ïåðåéä¼ì â óêîðî÷åííîé ñèñòåìå (1.4) ê êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûì ïåðåìåííûì:

zs = ξs + iηs, z̄s = ξs − iηs, s = 1, 2.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

żs = iωszs + Z
(l)
2 (z, z̄) + Z

(l)
3 (z, z̄) + . . . ,

˙̄zs = iωsz̄s + Z
(l)
2 (z, z̄) + Z

(l)
3 (z, z̄) + . . . , s = 1, 2,

(1.5)

ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ôîðìû ïîðÿäêà âûøå òðåòüåãî.
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Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïðèâåäåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ê íîðìàëü-
íîé ôîðìå. Â ÷àñòíîñòè, íåêîòîðûå èç íèõ èçëîæåíû â ðàáîòàõ À.Ä.Áðþíî [1],
Â. Â.Êîçëîâà è Ñ.Ä.Ôóðòû [6]. Â äàííîé ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçóþ-
ùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, îïèñàííîå â ðàáîòàõ Â. Ã.Âåðåòåííèêîâà [2] è
À.Ì.Ìîë÷àíîâà [10, 11]. Ââåä¼ì çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî ôîðìóëàì

us = zs +
3∑

n=1

Qns (z, z̄), vs = z̄s +
3∑

n=1

Qns (z, z̄), s = 1, 2, (1.6)

ãäå

Qns = lim
T→∞

1

T

{(
Cns

(
z1e

iω1t, z2e
iω2t, z̄1e

−iω1t, z̄2e
−iω2t

)
−

−Bns

(
z1e

iω1t, z2e
iω2t, z̄1e

−iω1t, z̄2e
−iω2t

))
(T − t) e−iωst

}
dt,

Bns (z, z̄) = lim
T→∞

1

T

T∫
0

Cns

(
z1e

iω1t, z2e
iω2t, z̄1e

−iω1t, z̄2e
−iω2t

)
e−iωstdt.

Âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè Cns (z, z̄) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç Bn−1,s (z, z̄), Qn−1,s (z, z̄)
êîýôôèöèåíòû ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1.5) [11].

Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñèñòå-
ìû (1.5), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u̇s = iωsus +
3∑

l=2

 ∑
|ks|+|ls|=1

B(ks1,ks2,ls1,ls2)
s uks1

1 uks2
2 vls11 vls22

+ . . . ;

v̇s = −iωsvs +
3∑

l=2

 ∑
|ks|+|ls|=1

B
(ks1,ks2,ls1,ls2)
s uls1

1 uls2
2 vks11 vks22

+ . . . ,

(1.7)

ãäå B
(ks1,ks2,ls1,ls2)
s � êîýôôèöèåíòû ôîðì Bns (u, v), ksj, lsj � íåîòðèöàòåëüíûå öå-

ëûå ÷èñëà, |ks| = ks1+ks2, |ls| = ls1+ ls2. Â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1.7) îòëè÷íû îò

íóëÿ òîëüêî òå êîýôôèöèåíòû B
(ks1,ks2,ls1,ls2)
s , ïîêàçàòåëè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò

ðåçîíàíñíîìó ñîîòíîøåíèþ [2, ñ. 62]:{
(k11 − l11 − 1)ω1 + (k12 − l12)ω2 = 0,
(k21 − l21)ω1 + (k22 − l22 − 1)ω2 = 0.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âíóòðåííèå ðåçîíàíñû äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëü-
íî îòñóòñòâóþò, òî åñòü äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë m1,m2, íå ðàâíûõ íóëþ îäíî-
âðåìåííî è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |m1| + |m2| ≤ 3, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
m1ω1+m2ω2 6= 0. Òîãäà íîðìàëèçîâàííàÿ ñèñòåìà (1.7) íå ñîäåðæèò ôîðì ÷åòíîãî
ïîðÿäêà, à â ôîðìàõ íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà âñåãäà îñòàþòñÿ íåóíè÷òîæàåìûå ÷ëåíû
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� ÷ëåíû òîæäåñòâåííîãî ðåçîíàíñà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòñóòñòâèè âíóòðåííèõ
ðåçîíàíñîâ ñèñòåìà (1.7) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå [2, ñ. 63]:

u̇s = iωsus + us

(
A

(1,0)
s u1v1 + A

(0,1)
s u2v2

)
+ . . . ,

v̇s = −iωsus + vs

(
A

(1,0)
s u1v1 + A

(0,1)
s u2v2

)
+ . . . ,

ãäå A
(1,0)
1 = B

(2,0,1,0)
1 , A

(0,1)
1 = B

(1,1,0,1)
1 , A

(1,0)
2 = B

(1,1,1,0)
2 , A

(0,1)
2 = B

(0,2,0,1)
2 .

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ïåðåéäåì ê âåùåñòâåííûì ïåðåìåííûì çàìå-
íîé

us = rse
iθs , vs = rse

−iθs .

Íîðìàëèçîâàííàÿ ñèñòåìà â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèìåò âèä:

ṙs = rs

(
Re
[
A

(1,0)
s

]
r21 +Re

[
A

(0,1)
s

]
r22

)
+Rs (r, θ) ;

rsθ̇s = ωsrs + rs

(
Im
[
A

(1,0)
s

]
r21 + Im

[
A

(0,1)
s

]
r22

)
+ Fs (r, θ) .

Òàê êàê ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ðåøà-
åòñÿ ôîðìàìè íå âûøå òðåòüåãî ïîðÿäêà, òî âîçìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîò-
ðåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ θ̇s, à â óðàâíåíèÿõ äëÿ ṙs ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíàìè Rs (r, θ) [5,
c.65]. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè â íåñóùåñòâåííî îñîáåí-
íîì êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå äâóõ ïàð ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé áåç ðåçîíàíñà ñâåäåíà ê
èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ñëåäóþùåé ñèñòåìû:

ṙ1 = r1

(
Re
[
A

(1,0)
1

]
r21 +Re

[
A

(0,1)
1

]
r22

)
,

ṙ2 = r2

(
Re
[
A

(1,0)
2

]
r21 +Re

[
A

(0,1)
2

]
r22

)
.

(1.8)

Â ïåðåìåííûõ ρs = r2s ≥ 0 ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

ρ̇s = 2ρs (as1ρ1 + as2ρ2) , s = 1, 2. (1.9)

ãäå a11 = Re
[
A

(1,0)
1

]
, a12 = Re

[
A

(0,1)
1

]
, a21 = Re

[
A

(1,0)
2

]
, a22 = Re

[
A

(0,1)
2

]
.

Ñèñòåìó (1.9) áóäåì íàçûâàòü ìîäåëüíîé ñèñòåìîé [2, c. 65]. Ýòà ñèñòåìà èìååò
èíâàðèàíòíûå ëó÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûì ðåøåíèÿì âèäà ρs = ρ̃sη (t). Ïîä-
ñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â (1.9), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

dη

dt
= Eη2, η (0) = 1, (1.10)

ρ̃s (2 (as1ρ1 + as2ρ2)− E) = 0, s = 1, 2, (1.11)

ãäå E � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, àíàëîãè÷íûé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ â ëèíåéíûõ
ñèñòåìàõ.

Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1.11), â çàâèñèìîñòè îò
çíàêà E, îïðåäåëÿþò èíâàðèàíòíûå ëó÷è ñèñòåìû (1.9) òðåõ òèïîâ: óñòîé÷èâûå
(E < 0); íåéòðàëüíûå (E = 0); íåóñòîé÷èâûå (E > 0).

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ôîðìàì
òðåòüåãî ïîðÿäêà:

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, òîì 1(29), �2 (2011)



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÐÅØÅÍÈÉ Â ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÑËÓ×ÀÅ 213

Òåîðåìà (Êðèòåðèé Ìîë÷àíîâà,[11]). Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé ñèñòåìû (1.9) â êîíóñå ρs ≥ 0 íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî (äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ïîë-
íîé ñèñòåìû (1.1) � äîñòàòî÷íî), ÷òîáû âíóòðè è íà ãðàíèöå êîíóñà ρs ≥ 0 íå
áûëî íè îäíîãî íåéòðàëüíîãî èëè íåóñòîé÷èâîãî ëó÷à.

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Äîêàæåì òåîðåìó î ñòåïåííîé îöåíêå ðåøåíèé ïðè t ≥ t0.

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåí êðèòåðèé À.Ì.Ìîë÷àíîâà: a11 < 0, a22 < 0 è âåðíî
õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) a11 ≥ a21;

2) a22 ≥ a12;

3) a11 < a21; a22 < a12; ∆ = a11a22 − a12a21 > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1.2) ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè |x̃0| < ε âûïîëíåíà îöåíêà:

|x̃(t)| ≤
(
α1 (t− t0) + α2|x̃0|−2

)− 1
2 , t ≥ t0, (2.1)

ãäå α1, α2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñèñòåìû

ṙ1 = r1

(
Re
[
A

(1,0)
1

]
r21 +Re

[
A

(0,1)
1

]
r22

)
+R1 (|r|) ,

ṙ2 = r2

(
Re
[
A

(1,0)
2

]
r21 +Re

[
A

(0,1)
2

]
r22

)
+R2 (|r|) ,

(2.2)

ãäå |Rs| ≤ Ms|r|4 (s = 1, 2) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ |r|, ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà âèäà

V1 = r21 + βr22, (2.3)

ãäå êîýôôèöèåíò β îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• åñëè a12a21 < 0, òî β = −a12
a21
;

• åñëè a12 < 0, a21 < 0, òî β = 1;

• a12 > 0, a21 > 0, òî β = a12
a21
;

• åñëè a12 = 0, òî β = a11a22
a221

;

• åñëè a21 = 0, òî β =
a212

a11a22
.
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Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè (2.3) â ñèëó ñèñòåìû (2.2):

V̇1 = −2 (Ay, y) + 2 (r1R1 + r2R2) , (2.4)

ãäå y = (y1, y2) = (r21, r
2
2), A =

(
−a11 −a12
−βa21 −βa22

)
.

Â ñèëó âûáîðà β, ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ y âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

λmin

(
y21 + y22

)
≤ (Ay, y) ≤ λmax

(
y21 + y22

)
, (2.5)

ãäå λmin > 0, λmax > 0 � ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì åù¼, ÷òî

y21 + y22 = r41 + r42 ≥
(r21 + r22)

2

2
. (2.6)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.5) è (2.6) â (2.4), à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî |Rs| ≤ Ms|r|4, s = 1, 2,
ïîëó÷èì:

V̇1 ≤ −λmin

(
r21 + r22

)2
+ 2
√
M2

1 +M2
2

(
r21 + r22

) 5
2 .

Òàê êàê

min

{
1,

1

β

}
V1 ≤ r21 + r22 ≤ max

{
1,

1

β

}
V1,

òî

V̇1 ≤ V 2
1

(
−λmin min

{
1,

1

β2

}
+ 2max

{
1,

1

β
5
2

}√
M2

1 +M2
2V

1
2
1

)
.

Îïðåäåëèì V10 = V (t0) èç óñëîâèÿ

−λmin min

{
1,

1

β2

}
+ 2max

{
1,

1

β
5
2

}√
M2

1 +M2
2V

1
2
10 ≤ 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ V1 (t) íå âîçðàñòàåò íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (2.2), ñëåäîâàòåëüíî,

V̇1 ≤ −γ1V
2
1 , (2.7)

ãäå

γ1 = λmin min

{
1,

1

β2

}
− 2max

{
1,

1

β
5
2

}√
M2

1 +M2
2V

1
2
10. (2.8)

Äëÿ ïîëó÷åííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà çàïèøåì óðàâíåíèå ñðàâíåíèÿ:

V̇1 = −γ1V
2
1 , (2.9)

Ðåøåíèåì V̂1 ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
V̂1 (t0) = V10, áóäåò ôóíêöèÿ

V̂1 =
(
γ1 (t− t0) + V −1

10

)−1
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

V1 ≤
(
γ1 (t− t0) + V −1

10

)−1
, (2.10)

ãäå γ1 îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.8).
Âîçâðàùàÿñü ê çàìåíàì, ñäåëàííûì â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ìû ïîñòðîèì ôóíê-

öèþ Ëÿïóíîâà äëÿ óêîðî÷åííîé ñèñòåìû (1.4):

V1 = |ξ1 + iη1 +Q11 (ξ + iη, ξ − iη) +Q21 (ξ + iη, ξ − iη)|2+
+ β|ξ2 + iη2 +Q12 (ξ + iη, ξ − iη) +Q22 (ξ + iη, ξ − iη)|2. (2.11)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè Q1s, Q2s ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ôîðìàìè âòîðîãî è òðåòüåãî
ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâåííî, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

|Q1s (z, z̄)| ≤ H1s (|z1|+ |z2|)2 , |Q2s (z, z̄)| ≤ H2s (|z1|+ |z2|)3 ,

ãäå zs = ξs + iηs, z̄s = ξs − iηs, s = 1, 2 à êîíñòàíòû H1s, H2s îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôè-
öèåíòàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðì Q1s, Q2s. Ñ ó÷åòîì ýòèõ íåðàâåíñòâ, ôóíêöèþ V1

ìîæíî îöåíèòü ñíèçó â îêðåñòíîñòè
√
ξ21 + ξ22 + η21 + η22 ≤ ε1, ãäå

ε1 =
−H11 −H12 +

√
(H11 +H12)

2 + 2 (H21 +H22)

2 (H21 +H22)
, (2.12)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V1 ≥
min {1, β}

8

(
ξ21 + ξ22 + η21 + η22

)
. (2.13)

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñâåäåíèÿ Êàìåíêîâà [5, c.61], ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñè-
ñòåìû (1.2) áóäåò èìåòü âèä

V (x̃) = V1 (ε, η) + V2 (ζ) , (2.14)

ãäå ïåðåìåííûå x̃ è (ξ, η, ζ) ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì (1.3). Â ñèñòåìå (2.14) ôóíê-
öèÿ V1 (ε, η) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.11), à V2 (ζ) = (Tζ, ζ), äëÿ êîòîðîé ïðîèç-
âîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû

ζ̇1 = b11ζ1 + b12ζ2,

ζ̇2 = b21ζ1 + b22ζ2

èìååò âèä

V̇2 = −M3
2

p∑
i=1

ζ2i .

Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïà ñâåäåíèÿ [5, c. 60] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ε2 > 0,
0 < δ < 1, òàêèõ, ÷òî ïðè x̃ ∈ Bε2 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V â ñèëó ñèñòåìû (1.2)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

V̇ ≤ − (1− δ)

(∣∣∣V̇1

∣∣∣+M2
3

p∑
i=1

ζ2i

)
, (2.15)
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ãäå V̇1 � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V1 â ñèëó ñèñòåìû (1.4).
Íåðàâåíñòâî (2.15) ãàðàíòèðóåò îòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ôóíêöèè V̇ â

ε2-îêðåñòíîñòè. Îïðåäåëèì îáëàñòü íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñèñòåìû (1.2), äëÿ êîòî-
ðûõ îöåíêà (2.15) âûïîëíåíà íà ðåøåíèè ïðè âñåõ t ≥ 0. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì
çàìêíóòóþ îáëàñòü Mc = {x̃ : v (x̃) ≤ c} èç óñëîâèÿ Mc ⊂ Bε2.

Èç íåðàâåíñòâà (2.7),V̇1 = −α1V
2
1 , ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∣V̇1

∣∣∣ ≥ α1V
2
1 .

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèìåíÿåìûì ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâà
(2.5), ïîëó÷àåì

µmin

p∑
i=1

ζ2i ≤ (Tζ, ζ) ≤ µmax

p∑
i=1

ζ2i , (2.16)

ãäå µmin, µmax � ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû T ,
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà∣∣∣V̇1

∣∣∣+M2
3

p∑
i=1

ζ2i ≥ γ1V
2
1 +

M2
3

µmax

≥ min

{
γ1V

2
1 ,

M2
3

µmax

}
= γ1V

2
1

â íåêîòîðîé ε3− îêðåñòíîñòè x̃. Ñëåäîâàòåëüíî,

V̇ ≤ − (1− δ) γ1V
2.

Ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ñðàâíåíèÿ

V̇ = − (1− δ) γ1V
2,

ïîëó÷àåì îöåíêó íà ôóíêöèþ V:

V ≤
(
(1− δ) γ1 (t− t0) + V −1

0

)−1
ïðè t ≥ t0. (2.17)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâ (2.13), (2.16) è ïðåîáðàçîâàíèé (1.3) ñëåäóåò:

V ≥ min

{
1

8
,
β

8
, µmin

}
|x̃|2 (2.18)

V0 ≤ max

{
9

2
,
9β

2
, µmax

}
|x̃0|2 (2.19)

Èç (2.17), (2.18) è (2.19) ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó:

|x̃(t)| ≤
(
α1 (t− t0) + α2|x̃0|−2

)− 1
2 , t ≥ t0,

ãäå

α1 = (1− δ) γ1min

{
1

8
,
β

8
, µmin

}
, α2 = min

{
1

8
,
β

8
, µmin

}
min

{
2

9
,
2

9β
,

1

µmax

}
,

à γ1 èìååò âèä (2.8).
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå äîêàçàíà ñòåïåííàÿ îöåíêà âèäà

|x̃(t)| ≤
(
α1 (t− t0) + α2|x̃0|−2

)− 1
2 , t ≥ t0,

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé êðèòåðèÿ À.Ì.Ìîë÷àíîâà â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå äâóõ
ïàð ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé.

Ïðåäñòàâëÿåò äàëüíåéøèé èíòåðåñ ðàñïðîñòðàíåíèå îöåíêè íà ñèñòåìû ñ ïðî-
èçâîëüíûì ÷èñëîì ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé è ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíüþ ôîðìû, îáåñ-
ïå÷èâàþùåé àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü êëàññû ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, äëÿ
êîòîðûõ â ÿâíîì âèäå áóäóò âû÷èñëåíû êîýôôèöèåíòû ìîäåëüíîé ñèñòåìû è ïî-
ñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ðåøåíèé.
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