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Аннотация. Рассматривается задача об устойчивости нулевого решения нелинейной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений с импульсным воздействием в фиксированные мо-
менты времени. Предполагается, что система линейного приближения устойчива, но не обеспечи-
вает устойчивости полной системы. На основе прямого метода Ляпунова получены достаточные
условия асимптотической устойчивости нулевого решения нелинейной системы. Приведен иллю-
стративный пример.
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1. Введение

Дифференциальные уравнения с импульсным воздействием моделируют пове-
дение эволюционирующих во времени процессов разнообразной природы, которые
могут почти мгновенно изменять свое состояние. Такие уравнения имеют разрыв-
ные решения с разрывами первого рода в фиксированные или нефиксированные
(зависящие от фазовых координат) моменты времени. Теория уравнений с им-
пульсным воздействием во многом аналогична классической теории дифференци-
альных уравнений, но имеет специфические отличия. Итоги развития теории им-
пульсных уравнений подведены в монографиях [1]–[3] и других. Количество публи-
каций, посвященных уравнениям с импульсным воздействием, постоянно возрас-
тает. Одним из важнейших направлений исследований является теория устойчиво-
сти. Прямой метод Ляпунова оказался весьма эффективным инструментом иссле-
дования устойчивости решений уравнений с импульсным воздействием [1]–[7]. В
упомянутых работах получены как аналоги классических теорем А.М. Ляпунова,
так и принципиально новые результаты, существенно использующие специфику
импульсного воздействия. Найти функцию Ляпунова для конкретной системы
уравнений обычно очень непросто, поэтому вывод условий устойчивости, допуска-
ющих более широкий класс вспомогательных функций, всегда остается актуаль-
ным направлением исследований, имеющим важное практическое значение.
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В настоящей работе на уравнения с импульсным воздействием распространяет-
ся метод обобщенных функций Ляпунова [8]–[10]. Обобщенные функции Ляпунова
удовлетворяют менее ограничительным требованиям, чем классические функции
Ляпунова и это облегчает подбор таких функций. Доказана теорема о достаточ-
ных условиях асимптотической устойчивости. Приведен иллюстративный пример.

2. Постановка задачи

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений с импульс-
ным воздействием в фиксированные моменты времени [1] следующего вида

ẋ = f(t, x) +R(t, x), t ̸= τk,

∆x|t=τk
= Jk(x),

(1)

где x ∈ Rn, система имеет нулевое решение: f(t, 0) = R(t, 0) = Jk(0) = 0, ∆x|t=τk
=

x(τk + 0) − x(τk − 0), τk < τk+1, k = 1, 2, . . ., τk → ∞ при k → ∞. Традици-
онно, следуя [1], предполагаем непрерывность решений системы (1) слева, т. е.
x(t) = x(t − 0). Функции f,R непрерывны при t ̸= τk и вместе с функциями Jk
удовлетворяют условию Липшица по x в некоторой окрестности нуля в Rn, что
обеспечивает единственность решения x(t; t0, x

0) задачи Коши для системы (1) с
начальными значениями t0 ≥ 0 и x0 из некоторой окрестности нуля в Rn.

Систему (1) будем называть возмущенной по отношению к невозмущенной
системе, не подверженной импульсным воздействиям:

ẏ = f(t, y). (2)

Цель настоящей работы — поиск достаточных условий, обеспечивающих устойчи-
вость нулевого решения системы (1) при наличии двух возмущающих факторов:
импульсного воздействия и возмущения правой части системы.

Определение. Нулевое решение системы (1) назовем
– устойчивым, если для любых ε > 0 и t0 ≥ 0 найдется δ(ε, t0) > 0 такое, что

для любого x0 ∈ Bδ x(t; t0, x
0) ∈ Bε при всех t ≥ t0;

– равномерно устойчивым, если для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что
для любых t0 ≥ 0 и x0 ∈ Bδ x(t; t0, x

0) ∈ Bε при всех t ≥ t0;
– притягивающим, если для любого t0 ≥ 0 существует η > 0 такое, что для

любых ε > 0 и x0 ∈ Bη найдется σ > 0 такое, что x(t; t0, x
0) ∈ Bε при всех t ≥ t0+σ;

– равномерно притягивающим, если некоторого η > 0 и для любого ε > 0
найдется σ(ε) > 0 такое, что для любых t0 ≥ 0 и x0 ∈ Bη x(t; t0, x

0) ∈ Bε при всех
t ≥ t0 + σ(ε);

– асимптотически устойчивым, если оно является устойчивым и притягива-
ющим.

– равномерно асимптотически устойчивым, если оно является равномерно
устойчивым и равномерно притягивающим.

Решение, не являющееся устойчивым, называется неустойчивым.
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Будем предполагать, что невозмущенная система (2) критическая, точнее, ее
линеаризация

ż =
∂f

∂z
(t, 0)z (3)

устойчива, но не гарантирует устойчивость нулевого решения системы (2). Пусть
существует функция Ляпунова V (t, x) системы (2), удовлетворяющая теореме об
устойчивости, т.е. V (t, x) положительно определена в некоторой окрестности нуля
и не возрастает вдоль решений:

dV

dx

∣∣∣∣
(2)

=
∂V

∂t
(t, x) +

∂V

∂x
(t, x)f(t, x) ≤ 0. (4)

Обозначим xk = x(τk), k = 1, 2, . . .. Как известно [1, стр. 20], значение x(t; t0, x0)
решения задачи Коши для системы (1) с начальными данными t0 и x0 можно
представить в виде

x(t; t0, x
0) = x0 +

∑
t0≤τk<t

Jk(x
k) +

t∫
t0

[f(s, x(s)) +R(s, x(s))] ds. (5)

Функция V (t, x) является непрерывной и вдоль решения x(t) системы (1) также
будет претерпевать разрывы первого рода в моменты импульсных воздействий τk.
Для значения V (t, x(t)) получим представление, аналогичное (5):

V (t, x(t)) = V (t0, x
0) +

∑
t0≤τk<t

[V (τk, x
k + Jk(x

k))− V (τk, x
k)] +

t∫
t0

dV

dt

∣∣∣∣
(1)

(s, x(s)) ds.

Разность под знаком суммы представим в виде

V (τk, x
k + Jk(x

k))− V (τk, x
k) = Jk(x

k)

1∫
0

∂V

∂x
(τk, x

k + λJk(x
k)) dλ. (6)

Обозначая

Wk(x) = Jk(x)

1∫
0

∂V

∂x
(τk, x+ λJk(x)) dλ (7)

и учитывая (4), окончательно получим

V (t, x(t)) ≤ V (t0, x
0) +

t∫
t0

∂V

∂x
(t, x)R(t, x) ds+

∑
t0≤τk<t

Wk(x
k). (8)
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3. Теорема об асимптотической устойчивости

Введем следующие обозначения: Bh ⊂ Rn — открытый шар радиуса h > 0 с цен-
тром в начале координат (h-окрестность нуля); R+ — множество неотрицательных
действительных чисел; T = {t ∈ R+ : t ̸= τk}; K — множество всех непрерывных

строго возрастающих функций a : R+ → R+, a(0) = 0; Φ(t, x) =
∂V

∂x
(t, x)R(t, x).

Будем писать:
F (t, x) = o(∥x∥) при ∥x∥ → 0,

если
F (t, x)

∥x∥
→ 0 при ∥x∥ → 0 равномерно по t ≥ 0.

В дальнейшем будем считать, что моменты импульсного воздействия τk рас-
пределены более или менее равномерно, а именно,

0 < θ1 ≤ τk+1 − τk ≤ θ2, (9)

для некоторых положительных постоянных θ1 ≤ θ2.

Теорема. Пусть для некоторого h > 0 в области Gh = R+ ×Bh выполнены усло-
вия:

1) R(t, x) = o(∥x∥), Jk(x) = o(∥x∥) при ∥x∥ → 0 равномерно относительно
k = 1, 2, . . . и t ≥ 0;

2) существует непрерывно дифференцируемая функция V : Gh → R, (t, x) 7→
V (t, x), и функция a ∈ K такие, что

a) a(∥x∥) ≤ V (t, x), V (t, 0) = 0, b)
dV

dx

∣∣∣∣
(2)

=
∂V

∂t
(t, x) +

∂V

∂x
(t, x)f(t, x) ≤ 0;

3) существуют константы M > 0, d1 > 1, d2 > 1 такие, что

|Φ(t, x)| ≤ M∥x∥d1 , |Wk(x)| ≤ M∥x∥d2 , ∀(t, x) ∈ Gh,

|Φ(t, x)− Φ(t, y)| ≤ Mrd1−1∥x− y∥, ∀t ∈ R+, x, y ∈ Br, 0 < r < h,

|Wk(x)−Wk(y)| ≤ Mrd2−1∥x− y∥, ∀x, y ∈ Br, 0 < r < h, k = 1, 2, . . . ;

4) существуют константы T0 > 0, h0 ∈ (0, h] и δ > 0 такие, что для любых
t0 ≥ 0, x0 ∈ Bh0, T > T0 верно неравенство

t0+T∫
t0

Φ(t, z(t; t0, x
0)) dt+

∑
t0≤τk<t0+T

Wk(z(τk; t0, x
0)) ≤ −δ∥x0∥dT,

где d = min{d1, d2} > 1, z(t; t0, x
0) — решение системы (3) с начальным

условием z(t0) = x0.
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Тогда нулевое решение системы (1) асимптотически устойчиво.
Если дополнительно к условию 2 функция V (t, x) допускает бесконечно ма-

лый высший предел: V (t, x) ≤ b(∥x∥) для некоторой функции b ∈ K, то нулевое
решение системы (1) равномерно асимптотически устойчиво.

Доказательство. Покажем сначала, что нулевое решение системы (1) устойчиво
по Ляпунову. Фиксируем произвольно малое ε > 0 и некоторое τ ≥ 0. Введем в
рассмотрение область фазового пространства

Ωt = {x ∈ Bh0 : V (t, x) ≤ a(ε/2)}.

В силу условия 2a теоремы Ωτ содержится в Bε/2. Поскольку V (τ, 0) = 0, то су-
ществует число η > 0 такое, что Bη ⊂ Ωτ . Пусть xτ — произвольная точка из
Bη и x(t) = x(t; τ, xτ ) — траектория возмущенной системы, выходящая из точки
xτ в начальный момент τ . Пусть при некотором t0 > τ траектория x(t) покида-
ет область Ωt при t > τ . Сначала предпложим, что t0 есть точка непрерывности
x(t; τ, xτ ). Покажем, что траектория x(t) возвратится обратно в область Ωt за ко-
нечное время T ≥ T0 и при этом все время будет оставаться в ε-окрестности нуля
Bε. Положим x0 = x(t0).

Пусть z(t) = z(t; t0, x
0) — траектория линейной системы (3). Используя лемму

Гронуолла и условия теоремы, нетрудно показать, что найдется функция cT ∈ K
такая, что для t ∈ [t0, t0 + T ] равномерно по t0 ≥ 0 выполняются неравенства

∥x(t; t0, x0)− z(t; t0, x
0)∥ ≤ cT (∥x0∥) при ∥x0∥ → 0, (10)

∥x(t; t0, x0)− y(t; t0, x
0)∥ ≤ cT (∥x0∥) при ∥x0∥ → 0. (11)

Оценим изменение функции V (t, x(t)) на отрезке [t0, t0 + T ]. Предполагая, что
t ∈ [t0, t0 + T ], из (8) получим

V (t, x(t)) ≤ V (t0, x
0) +

t∫
t0

Φ(s, x(s)) ds+
∑

t0<τk<t

Wk(x
k) ≤

≤ V (t0, x
0) +

t∫
t0

Φ(s, z(s)) ds+
∑

t0≤τk<t

Wk(z
k)+

+

t∫
t0

|Φ(s, x(s))− Φ(s, z(s))| ds+
∑

t0≤τk<t

∣∣Wk(x
k)−Wk(z

k)
∣∣ . (12)

Используя условия теоремы, из (10) на основании неравенства (12) нетрудно
вывести следующий результат: найдется ε0 > 0 такое, что при условии 0 < ε ≤ ε0
в момент t1 = t0 + T будет выполнено неравенство

V (t1, x(t1)) ≤ V (t0, x
0)− δ∥x0∥dT < V (t0, x

0). (13)
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Кроме того, благодаря условию 2b теоремы и (11) при достаточно малом ε0 > 0
траектория решения возмущенного уравнения будет оставаться в ε-окрестности
начала при t0 ≤ t ≤ t0 + T .

Мы рассмотрели случай, когда t0 ∈ T . Если t0 совпадает с моментом им-
пульсного воздействия, т.е. V (t0, x(t0)) ≤ a(ε/2), а V (t0 + 0, x(t0 + 0)) > a(ε/2),
то оценки (10)–(11) сохранятся, может быть, с другой функцией c̃T ∈ K, посколь-
ку |Jk(x)| = o(∥x∥) равномерно по k при ∥x∥ → 0, и все выводы останутся в силе.

Таким образом, траектория может сколько угодно раз покидать область Ωt, но
всегда будет в нее возвращаться, постоянно оставаясь в ε-окрестности. Устойчи-
вость доказана.

Обозначим tp = t0+pT , p = 1, 2, . . .. Благодаря равномерности всех полученных
выше оценок относительно t0 ∈ R+ и x0 ∈ Bε0 для произвольного p имеет место
неравенство

V (tp+1, x(tp+1)) ≤ V (tp, x(tp))− δ∥x(tp)∥dT < V (tp, x(tp)).

Следовательно

0 < V (tp+1, x(tp+1)) ≤ V (t0, x(t0))− δT

p∑
l=0

∥x(tl)∥d < V (t0, x(t0)). (14)

Тогда ∥x(tl)∥ → 0 при l → ∞. Это означает, что x(t) → 0. В самом деле, из
представления (5) и свойств системы (1) следует оценка

∥x(t; tl, x(tl))− x(tl)∥ ≤ Const(T )(∥x(tl)∥),

на отрезке tl ≤ t ≤ tl + T , причем константа Const(T ) зависит только от T для
всех tl ≥ 0 и x(tl) из фиксированой окрестности нуля.

Равномерность устойчивости при дополнительном условии существования бес-
конечно малого высшего предела функции Ляпунова V (t, x) следует из того, что
тогда величина η = b−1(a(ε/2)) и не зависит от начального момента τ .

4. Иллюстративный пример

Рассмотрим в качестве иллюстративного примера скалярное уравнение

ẋ = a(t)x3, t ̸= τk,

∆x|t=τk
= Jk(x),

(15)

где a(t) = α0 + α1 cos t, Jk(x) = (β0 + β1 sin τk)x
3, α0, α1, β0, β1 — вещественные

постоянные, τk = k, k− 1, 2, . . .. Невозмущенное уравнение в данном примере три-
виальное, ẏ = 0, и совпадает с линеаризацией.
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Найдем достаточные условия асимптотической устойчивости нулевого решения
уравнения (15). В качестве функции Ляпунова возьмем функцию V (x) = x2/2.
Проверим условия теоремы. Для данного примера имеем:

Φ(t, x) = (α0 + α1 cos t)x
4, Wk(x) = Jk(x)x+ 0.5J2

k (x), d1 = d2 = d = 4.

Основное условие теоремы (условие 4) проверяется для z(t; t0, x0) ≡ x0:

t0+T∫
t0

Φ(t, x0) dt = x4
0

{
α0 +

α1[sin(t0 + T )− sin(t0)]

T

}
T, (16)

∑
t0≤k<t0+T

Wk(x0) = x4
0

(
β0 + β1

1

[T ]

∑
t0≤k<t0+T

sin k

)
[T ] + o(|x0|4)[T ], (17)

где [T ] — целая часть числа T . Из формул (16)– (17) на основании доказанной
теоремы делаем вывод, что нулевое решение уравнения (15) равномерно асимп-
тотически устойчиво при любых значениях постоянных α1, β1, если выполнено
неравенство

α0 + β0 < 0.

Вместе с тем необходимо отметить, что величины α1, β1 влияют на размер области
притяжения. С ростом |α1|+ |β1| область притяжения уменьшается.

Очевидно, функция V не удовлетворяет условиям опубликованных ранее тео-
рем второго метода Ляпунова для импульсных систем [1]–[6]. Вместе с тем, многие
известные результаты являются следствием доказанной в настоящей работе тео-
ремы об асимптотической устойчивости.

5. Заключение

В статье представлены достаточные условия асимптотической устойчивости и
равномерной асимптотической устойчивости нулевого решения нелинейной систе-
мы дифференциальных уравнений с импульсным воздействием в фиксированные
моменты времени. Результат получен в рамках прямого метода Ляпунова и до-
пускает более широкий клас подходящих функций, чем известные в литературе
теоремы.
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