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îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì â ôèêñèðîâàííûå ìî-

ìåíòû âðåìåíè. Íà îñíîâå ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè-

÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû. Ïðèâåäåí èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð.
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ñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà.

1. Ââåäåíèå

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì ìîäåëèðóþò ïîâå-
äåíèå ïðîöåññîâ ðàçíîîáðàçíîé ïðèðîäû, êîòîðûå â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè ìîãóò ïî÷òè ìãíîâåííî èçìåíÿòü ñâîå ñîñòîÿíèå. Òàêèå óðàâíåíèÿ èìåþò
ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ ñ ðàçðûâàìè ïåðâîãî ðîäà â ôèêñèðîâàííûå èëè íåôèêñè-
ðîâàííûå (çàâèñÿùèå îò ôàçîâûõ êîîðäèíàò) ìîìåíòû âðåìåíè. Òåîðèÿ óðàâíå-
íèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì âî ìíîãîì àíàëîãè÷íà êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íî èìååò ñóùåñòâåííûå ñïåöèôè÷åñêèå îòëè÷èÿ. Îä-
íèì èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå òåîðèè óñòîé-
÷èâîñòè. Ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà îêàçàëñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì
èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì [2]�
[8], [10], [11]. Â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ ïîëó÷åíû êàê àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ òåîðåì
À.Ì.Ëÿïóíîâà, òàê è ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ðåçóëüòàòû, ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþ-
ùèå ñïåöèôèêó èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ àâòîðîâ [2]�[4], ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùèå íà óðàâíåíèÿ ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì ïîäõîä, ðàçðàáîòàííûé ðàíåå ïåð-
âûì àâòîðîì äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1], [9, ñòð.103].
Òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷è-
âîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ñâîéñòâ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
Ëÿïóíîâà. Äàíî äåòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè. Ïðèâîäèòñÿ èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñ-
íûì âîçäåéñòâèåì â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè [8]

ẋ = f(t, x), t 6= τk,

∆x|t=τk
= Jk(x),

(2.1)

ãäå x ∈ Rn, ñèñòåìà èìååò íóëåâîå ðåøåíèå: f(t, 0) = Jk(0) = 0, ∆x|t=τk
=

x(τk + 0) − x(τk − 0), τk < τk+1, k = 1, 2, . . ., τk → ∞ ïðè k → ∞. Ôóíêöèè
f(t, x) è Jk(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ D ⊂ Rn ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R+ = {t ∈ R : t ≥ 0} è k = 1, 2, . . .. Ñëåäóÿ [11],
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü f ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â (2.1) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå (τk, τk+1] × D è äëÿ êàæäîãî x ∈ D ñóùåñòâóåò
ïðåäåë lim

(t,z)→(τk+0,x)
f(t, z), k = 1, 2, . . .. Èíûìè ñëîâàìè, ìû äîïóñêàåì, ÷òî ïðàâàÿ

÷àñòü f(t, x) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â (2.1) èìååò ïî ïåðåìåííîé t ðàçðûâû
ïåðâîãî ðîäà.

Êàê îáû÷íî, ÷åðåç x(t) = x(t; t0, x
0) áóäåì îáîçíà÷àòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

äëÿ ñèñòåìû (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0+0) = x0 (òàêèì îáðàçîì ó÷èòûâàåò-
ñÿ âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî íà÷àëüíûé ìîìåíò ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì èìïóëüñíîãî
âîçäåéñòâèÿ). Òðàäèöèîííî ïðåäïîëàãàåì íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1)
ñëåâà, ò. å. x(t) = x(t− 0).

Èçâåñòíî, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó íóëå-
âîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì â ôèêñèðîâàííûå
ìîìåíòû âðåìåíè áóêâàëüíî ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îïðåäåëåíèÿìè äëÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â [2]. Îñ-
íîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû � äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ
óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1).

Â äàëüíåéøåì ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû (2.1) â íóëå

ẏ = A(t)y, t 6= τk,

∆y|t=τk
= Bky,

(2.2)

ãäå |f(t, y) − A(t)y| = o(|y|), |Jk(y) − Bky| = o(|y|) ïðè |y| → 0 ðàâíîìåðíî ïî
t ≥ 0 è k = 1, 2, . . .. Çäåñü è äàëåå | · | � íîðìà â Rn. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ýòà ñèñòåìà óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó è ìàòðèöàíò ñèñòåìû îãðàíè÷åí âìåñòå ñ
îáðàòíûì.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà

T =
∞⋃
k=1

(τk, τk+1), G = R+ ×D, G = T × D.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî 0 < θmin ≤ τk+1 − τk. Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî
öåëîå ÷èñëî i(t0, t0 + T ) � êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ íà îò-
ðåçêå [t0, t0+T ] îãðàíè÷åíî ñâåðõó âåëè÷èíîé T/θmin, çàâèñÿùåé òîëüêî îò äëèíû
îòðåçêà T .
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Ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî, ÷òî ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì
âîçäåéñòâèåì äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå ðàçðûâíûõ ïî âðåìåíè t ôóíêöèé Ëÿïóíî-
âà. Ñëåäóþùèé êëàññ V1 êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà íåðåäêî
èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ óñòîé÷èâîñòè èìïóëüñíûõ ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ V : G → R, (t, x) 7→ V (t, x), ïðè-
íàäëåæèò êëàññó V1, åñëè (1) V (t, 0) ≡ 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ R; (2) ôóíêöèÿ V íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå G; (3) äëÿ âñÿêîãî x èç D è k = 1, 2, . . .
limt→τk−0 V (t, x) = V (τk, x) è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
(t,z)→(τk+0,x)

V (t, z) = V (τk + 0, x). (2.3)

3. Òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Bh ⊂ Rn � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà h > 0 ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (h-îêðåñòíîñòü íóëÿ); K � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâ-
íûõ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé a : R+ → R+, a(0) = 0 (¾êëàññ Õàíà¿).

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî h > 0 â îáëàñòè Gh = R×Bh ⊂ G
ñóùåñòâóþò ôóíêöèè V ∈ V1 è Φ: Gh → R òàêèå, ÷òî:

(i) a(|x|) ≤ V (t, x) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè a ∈ K è ëþáûõ (t, x) ∈ Gh;

(ii) V̇
∣∣∣
(2.1)

≤ Φ(t, x) äëÿ (t, x) ∈ T ×Bh;

(iii) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå d > 1 è M > 0 òàêèå,÷òî

|Φ(t, x)| ≤ M |x|d, |Φ(t, x′)− Φ(t, x′′)| ≤ Mrd−1|x′ − x′′|

äëÿ (t, x′), (t, x′′) ∈ T ×Br ïðè âñÿêîì r ∈ (0, h);

(iv) ñèñòåìà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ (2.2) óñòîé÷èâà è ñóùåñòâóþò êîíñòàí-

òû 0 < ν1 ≤ ν2 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ t0 ≥ 0 è x0 ∈ Bh ðåøåíèå y(t; t0, x
0)

ñèñòåìû (2.2) ïðè t ≥ 0 óäîâëåòâîðÿåò äâîéíîìó íåðàâåíñòâó

ν1|x0| ≤ |y(t; t0, x0)| ≤ ν2|x0|;

(v) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå T0 > 0 è δ0 > 0 òàêèå,÷òî äëÿ âñåõ (t0, x
0) èç Gh

ïðè ∆t ≥ T0
t0+∆t∫
t0

Φ(t, y(t; t0, x
0)) dt ≤ −2δ0|x0|d∆t,

ãäå y(t; t0, x
0) � ðåøåíèå ëèíåàðèçàöèè (2.2);
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(vi) V (τk + 0, x+ Jk(x))− V (τk, x) ≤ 0, k = 1, 2, . . ..

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Åñëè, êðîìå òîãî, íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ b ∈ K òàêàÿ, ÷òî V (t, x) ≤ b(|x|) â Gh,

òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Îáëàñòüþ ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè V : G → R, V (t, 0) ≡ 0, íàçîâåì ìíî-
æåñòâî {V > 0} = {(t, x) ∈ G : V (t, x) > 0}. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáëàñòü {V > 0}
ïðèìûêàåò ê íóëþ, åñëè ïðè âñÿêîì t ≥ 0 è ñêîëü óãîäíî ìàëîì ρ > 0 ìíîæåñòâî
{V > 0}t = {x ∈ D : V (t, x) > 0} èìååò îòêðûòîå ïåðåñå÷åíèå ñî ñôåðîé {|x| = ρ}.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ìû
òàêæå áóäåì ôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ñâîéñòâ ðàçðûâíîé âñïîìîãàòåëüíîé
ôóíêöèè V èç êëàññà V1.

Òåîðåìà 2 ([4]). Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå τ ≥ 0, h > 0 è ôóíêöèè

V ∈ V1, Φ: [τ,∞) × Bh → R, b ∈ K òàêèå, ÷òî: (i) ôóíêöèÿ V îáëàäàåò ïðè-

ìûêàþùåé ê íóëþ îáëàñòüþ ïîëîæèòåëüíîñòè {V > 0} è V (t, x) ≤ b(|x|) â

îáëàñòè {V > 0}; (ii) V̇
∣∣∣
(2.1)

(t, x) ≥ Φ(t, x) â îáëàñòè T × Bh; (iii) âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (iii) è (iv) òåîðåìû 1; (iv) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå T0 > 0 è δ0 > 0
òàêèå,÷òî äëÿ âñåõ (t0, x

0) èç îáëàñòè ïîëîæèòåëüíîñòè {V > 0} ïðè ∆t ≥ T0
t0+∆t∫
t0

Φ(t, y(t; t0, x
0)) dt ≥ 2δ0|x0|d∆t, ãäå y(t; t0, x

0) � ðåøåíèå ëèíåàðèçàöèè (2.2);

(v) V (τk + 0, x+ Jk(x))− V (τk, x) ≥ 0, k = 1, 2, . . ..
Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) íåóñòîé÷èâî.

Òåîðåìà î íåóñòîé÷èâîñòè äîêàçàíà â ñòàòüå àâòîðîâ [4]. Äåòàëüíîìó äîêàçà-
òåëüñòâó òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ðàçäåë.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (2.1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ìàëîå ε > 0 è íåêîòîðîå
σ ∈ T . Ïîëîæèì ε1 = ε/(2ν2), ãäå ν2 ≥ 1 � êîíñòàíòà èç óñëîâèÿ (iv) òåîðåìû,
è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà � îêðåñòíîñòü íóëÿ (â
îáùåì ñëó÷àå ïîäâèæíóþ, çàâèñÿùóþ îò çíà÷åíèÿ t), îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Ωt = {x ∈ Bh : V (t, x) ≤ a(ε1)}. (4.1)

Â ñèëó óñëîâèÿ (i) òåîðåìû Ωt ñîäåðæèòñÿ â Bε1 . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ V ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, V (σ, 0) = 0 è V (σ, x) íåïðåðûâíà ïî x, òî ñóùåñòâó-
åò ÷èñëî η > 0 òàêîå, ÷òî Bη ⊂ Ωσ. Ïóñòü xσ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç Bη è
x(t) = x(t; σ, xσ) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.1), âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè xσ â íà÷àëüíûé
ìîìåíò σ. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì t0 > σ òðàåêòîðèÿ x(t) ïîêèäàåò îáëàñòü Ωt ïðè
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t > τ , ò. å. V (t0, x(t0)) = a(ε1), íî V (t, x(t)) > a(ε1) ïðè t > τ è äîñòàòî÷íî áëèçêèõ
ê τ .

Åñëè t0 åñòü ìîìåíò èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ, òî V (t0 + 0, x(t0 + 0)) = a(ε1).
Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî óñëîâèþ (vi) òåîðåìû V (t0 + 0, x(t0 + 0)) ≤ V (t0, x(t0)) =
a(ε1), íî V (t, x(t)) → V (t0 + 0, x(t0 + 0)) ïðè t → t0 + 0 â ñèëó (2.3).

Ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ x(t) âîçâðàòèòñÿ îáðàòíî â îáëàñòü Ωt çà êîíå÷íîå
âðåìÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåå T0, è âñå ýòî âðåìÿ áóäåò îñòàâàòüñÿ â ε-îêðåñòíîñòè
íóëÿ Bε.

Ïîëîæèì x0 = x(t0). Ïóñòü y(t) = y(t; t0, x
0) � òðàåêòîðèÿ ëèíåéíîé ñèñòå-

ìû (2.2), âûïóùåííàÿ èç òî÷êè x0. Îöåíêó íîðìû ðàçíîñòè ðåøåíèé ñèñòåì (2.1)
è (2.2) íà îòðåçêå [t0, t0 + T ] ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ
ýòèõ ñèñòåì ïîëó÷èì ïðè ïîìîùè òåîðåìû 2.5 èç [8, ñòð. 19] (òåîðåìà 4 â [7, ñòð.
25]):

|x(t; t0, x0)− y(t; t0, x
0)| ≤ a0(|x0|)

[
(1 + L)i(t−t0)eL(t−t0) − 1

]
, (4.2)

ãäå a0 � ôóíêöèÿ èç êëàññà K òàêàÿ, ÷òî

|f(t, x)−A(t)x| ≤ a0(|x|), |Jk(x)−Bkx| ≤ a0(|x|) ïðè t ≥ 0 x ∈ Bh, k = 1, 2, . . . ,

ïðè÷åì a0(|x|) = o(|x|) ïðè |x| → 0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t ≥ 0 è k = 1, 2, . . ..
Èç (4.2) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ cT ∈ K, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâíîìåðíî
îòíîñèòåëüíî t ≥ 0 óñëîâèþ

lim
α→0

cT (α)/α = 0, (4.3)

è òàêàÿ, ÷òî äëÿ t0 ≥ 0 è x0 ∈ Bh ïðè t ∈ [t0, t0 + T ] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|x(t; t0, x0)− y(t; t0, x
0)| ≤ sup

t∈[t0,t0+T ]

|x(t; t0, x0)− y(t; t0, x
0)| ≤ cT (|x0|). (4.4)

Îöåíèì èçìåíåíèå ôóíêöèè V (t, x(t)) íà îòðåçêå [t0, t0 + T0]. Ó÷èòûâàÿ íåðà-
âåíñòâî (4.4) è óñëîâèÿ òåîðåìû, ïîëó÷èì

V (t0 + T0, x(t)) ≤ V (t0, x
0) +

t0+T0∫
t0

Φ(s, x(s)) ds ≤

≤ V (t0, x
0) +

t0+T0∫
t0

Φ(s, y(s)) ds+

t0+T0∫
t0

|Φ(s, x(s))− Φ(s, y(s))| ds ≤

≤ V (t0, x
0) +

t0+T0∫
t0

Φ(s, y(s)) ds+ T0M(2ν2|x0|)d−1cT0
(|x0|) ≤

≤ V (t0, x
0) + |x0|dT0

[
−2δ0 +M(2ν2)

d−1 cT0
(|x0|)
|x0|

]
, (4.5)

ãäå y(s) = y(s, t0, x
0) � ðåøåíèå ëèíåàðèçàöèè (2.2).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè 0 < ε ≤ ε0 áóäåò âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

V (t0 + T0, x(t0 + T0)) ≤ V (t0, x
0)− δ0|x0|dT0 < V (t0, x

0). (4.6)

Êðîìå òîãî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε0 > 0 òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ âîçìóùåííîãî
óðàâíåíèÿ áóäåò îñòàâàòüñÿ â ε-îêðåñòíîñòè íà÷àëà ïðè t0 ≤ t ≤ t0 + T0.

Â ñàìîì äåëå, â ñèëó (4.3) ìîæíî âûáðàòü ε0 > 0 òàê, ÷òîáû ïðè 0 < ε < ε0
âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

cT0
(ε/(2ν2))

ε
≤ min

{
1

2
,
δ0(2ν2)

2−d

M

}
. (4.7)

Òîãäà èç (4.5) ñëåäóåò (4.6). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ x(t) = x(t, σ, xσ) â íåêî-
òîðûé ìîìåíò âðåìåíè t = t∗0 ∈ (t0, t0 + T0) âîçâðàùàåòñÿ â îáëàñòü Ωt è îñòàåòñÿ
òàì ïðè t∗0 < t ≤ t0+T0. Ïðè ýòîì òðàåêòîðèÿ íà âñåì ïðîìåæóòêå t0 ≤ t ≤ t0+T0

íå ïîêèäàåò ε-îêðåñòíîñòü íà÷àëà, ïîñêîëüêó â ñèëó (4.1) è (4.7) ïðè t0 ≤ t ≤ t0+T0

|x(t)| ≤ |y(t)|+ |x(t)− y(t)| ≤ ν2|x0|+ cT0
(|x0|) ≤ ε/2 + cT0

(ε/(2ν2)) ≤ ε. (4.8)

Îöåíêè, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ ïîëó÷åíû íåðàâåíñòâà (4.6) è (4.8), ðàâíîìåðíû
îòíîñèòåëüíî t0 ≥ 0 è x0 ∈ Bε, ïîýòîìó òðàåêòîðèÿ x(t) = x(t, σ, xσ) ìîæåò ñêîëüêî
óãîäíî ðàç ïîêèäàòü îáëàñòü Ωt, íî âñåãäà áóäåò â íåå âîçâðàùàòüñÿ íà ïðîìåæóòêå
âðåìåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåì ôèêñèðîâàííîé äëèíû T0. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî íóëåâîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Åñëè ôóíêöèÿ V äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë, òî âåëè÷èíà
η, îáåñïå÷èâàþùàÿ âëîæåíèå Bη ⊂ Ωσ, íå çàâèñèò îò σ, à èìåííî, äîñòàòî÷íî
ïîëîæèòü η = b−1(a(ε1)). Ýòî îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1).

Òåïåðü äîêàæåì ïðèòÿæåíèå. Ïîñêîëüêó óñòîé÷èâîñòü óæå äîêàçàíà, òî òðà-
åêòîðèÿ x(t) áóäåò îñòàâàòüñÿ â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà âå÷íî è
ðåøåíèå ñèñòåìû áóäåò îñòàâàòüñÿ âñå âðåìÿ â îáëàñòè, â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ òåîðåìû. Îáîçíà÷èì tp = t0 + pT0, p = 1, 2, . . .. Áëàãîäàðÿ ðàâíîìåðíîñòè
âñåõ ïîëó÷åííûõ âûøå îöåíîê îòíîñèòåëüíî t0 ∈ R+ è x0 ∈ Bε0

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
p èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

V (tp+1, x(tp+1)) ≤ V (tp, x(tp))− δ0|x(tp)|dT0 < V (tp, x(tp)).

Ñëåäîâàòåëüíî

0 < V (tp+1, x(tp+1)) ≤ V (t0, x(t0))− δ0T0

p∑
l=0

|x(tl)|d < V (t0, x(t0)). (4.9)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |x(tl)| → 0 ïðè l → ∞. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x(t) → 0 ïðè
t → ∞. Â ñàìîì äåëå, èç (4.4) è (4.3) ñëåäóåò, ÷òî

|x(t; tl, x(tl))−x(tl)| ≤ |x(t; tl, x(tl))−y(t; tl, x(tl))+y(t; tl, x(tl))−x(tl)| < (ν2+2)|x(tl)|
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íà îòðåçêå tl ≤ t ≤ tl + T0 äëÿ âñåõ tl ≥ 0 è x(tl) èç ôèêñèðîâàíîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ Bε0 . Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

5. Èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èíòåðâàëû θk = τk+1− τk ìåæäó ìîìåíòàìè èìïóëüñíîãî âîçäåé-
ñòâèÿ îáðàçóþò ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäà p.

ẋ1 = λkx1 +Xk(x), ẋ2 = λ̄kx2 + X̄k(x), τk < t < τk+1,

x1(τk + 0) = x1(τk) exp(−αk−1θk−1),

x2(τk + 0) = x2(τk) exp(−αk−1θk−1), k ∈ Z,
(5.1)

ãäå λk = αk + iβk ∈ C, αk, βk ∈ R, Xk(x) =
∑

|ν|=3 ak,νx
ν , ν � ìóëüòèèí-

äåêñ, ak,ν ∈ C, ÷åðòà íàä ñèìâîëîì îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, τk =
τk−1 + θk−1, θk ≥ const > 0, k ∈ Z. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}, {θk}, {ak,ν} ÿâëÿ-
þòñÿ p -ïåðèîäè÷åñêèìè ïî k ∈ Z äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî p. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà âåùåñòâåííîé ñèñòåìå äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïåðåìåííûå x1 è x2 êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû. Íàøåé öåëüþ
ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå êîýôôèöèåíòíîãî êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ
íåëèíåéíîé ñèñòåìû (5.1) ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ñèñòåìà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ (5.1) èìååò âèä

ẏ1 = λky1, ẏ2 = λ̄ky2, τk < t < τk+1,

y1(τk + 0) = y1(τk) exp(−αk−1θk−1),

y2(τk + 0) = y2(τk) exp(−αk−1θk−1), k ∈ Z.
(5.2)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ïðè ëþáûõ λk, íî íå àñèìïòî-
òè÷åñêè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ñèñòåìå (5.1) íàáëþäàåòñÿ êðèòè-
÷åêèé ñëó÷àé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè.

Ïóñòü τk0−1 < t0 ≤ τk0 . Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ y(t) = y(t; t0, y
0) çàäà÷è

Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ (5.2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(t0 + 0) = y0

ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì. Âûïèøåì òîëüêî âûðàæåíèÿ äëÿ
ïåðâîé ïðîåêöèè y1, òàê êàê âòîðàÿ ïðîåêöèÿ y2 êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíà.

Äëÿ ëþáûõ k ≥ k0 è s = 0, 1, . . . ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

|y1(τk + 0)| = |y1(τk−1 + 0)| = · · · = |y1(τk0 + 0)| = |y1(t0)|Const, (5.3)

y1(τk+ps + 0) = y1(τk + 0) exp(isΘ), (5.4)

ãäå Θ = β1θ1 + β2θ2 + · · ·+ βpθp.
Â êà÷åñòâå ïîäõîäÿùåé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âîçüìåì ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû

ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ (5.2). Íà êàæäîì èíòåðâàëå (τk, τk+1) ñèñòåìà (5.1) èìå-
åò ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, íî îíè ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â ìîìåíòû τk. Ïîýòîìó
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ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåíè è èìåòü â ìîìåíòû èìïóëüñíîãî âîç-
äåéñòâèÿ ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà. Âîçüìåì èñêîìûé ïåðâûé èíòåãðàë â ñëåäóþùåé
ôîðìå:

V (t, x) = x1x2 exp[−2αk(t− τk)] ïðè τk < t ≤ τk+1.

Êàê ëåãêî âèäåòü, ôóíêöèÿ V (t, x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è äîïóñêàåò áåñêî-
íå÷íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë â îáëàñòèG, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè
G è èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà â òî÷êàõ t = τk, òî÷íåå,

V (τk + 0, x) = x1x2 = |x1|2, V (τk, x) = |x1|2 exp(−2αk−1θk−1).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ V ïðèíàäëåæèò îïèñàííîìó âûøå êëàññó ôóíêöèé V1.
Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî k

∆V |t=τk
= V (τk + 0, x exp(−αk−1θk−1))− V (τk, x) =

= |x1|2 exp(−2αk−1θk−1)− |x1|2 exp(−2αk−1θk−1) = 0. (5.5)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿåò êàê óñëîâèþ (vi) òåîðåìû 1, òàê è
óñëîâèþ (v) òåîðåìû 2.

Íà èíòåðâàëå τk < t < τk+1

V̇
∣∣∣
(5.1)

(t, x) = exp[−2αk(t− τk)]
∑
|ν|=3

ak,νx
ν1
1 xν2+1

2 +K.C. = Φ4(t, x), (5.6)

ãäå K.C. � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ.
Ïóñòü x(t) = x(t; t0, x

0) � ðåøåíèå ñèñòåìû (5.1). Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (5.5) ïî-
ëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà íà ðåøåíèè íåëè-
íåéíîé ñèñòåìû (5.1):

V (t, x(t)) = V (t0, x
0) +

∫ t

t0

Φ4(t, x(t)) dt. (5.7)

Îöåíèì ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Φ4 âäîëü ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ
y(t) = y(t; t0, x

0). Äëÿ ýòîãî èíòåãðàë
∫ t

t0
Φ4(t, y(t)) dt ïðåäñòàâèì â âèäå:

∫ t

t0

Φ4(t, y(t)) dt =

∫ τk0

t0

Φ4(t, y(t)) dt+
N∑
s=0

[∫ τk0+1+ps

τk0+ps

Φ4(t, y(t)) dt +

+

∫ τk0+2+ps

τk0+1+ps

Φ4(t, y(t)) dt+ . . .+

∫ τk0+p+ps

τk0+p−1+ps

Φ4(t, y(t)) dt

]
+

∫ t

τk0+p+pN

Φ4(t, y(t)) dt.

(5.8)

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (5.6) äëÿ Φ4, îöåíèì èíòåãðàë îò îäíî÷ëåíà∫ τk+1+ps

τk+ps

yν11 (t)yν2+1
2 (t) exp[−2αk(t− τk+ps)] dt.
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Íà äàííîì èíòåðâàëå (τk+ps, τk+1+ps) ñ ó÷åòîì (5.4) èìååì:

y1(t) = y1(τk+ps + 0) exp[λk(t− τk+ps)] = y1(τk + 0) exp(isΘ) exp[λk(t− τk+ps)], (5.9)

Êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò ìíîæèòåëü exp(isΘ) (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Θ 6= 0), çàâèñÿ-
ùèé îò s. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî∫ τk+1+ps

τk+ps

yν11 (t)yν2+1
2 (t) exp[−2αk(t− τk+ps)] dt =

= yν11 (τk + 0)yν2+1
2 (τk + 0)C exp[is(ν1 − ν2 − 1)Θ],

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò s. Ïîñêîëüêó supN>0

∑N
s=0 exp(isγ) < ∞ ïðè γ 6= 0,

òî íåíóëåâîé âêëàä â ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Φ4(t, y(t)) íà ïîëóîñè [t0,∞) ìîãóò
âíåñòè òîëüêî îäíî÷ëåíû âèäà y21(t)y

2
2(t). Ïðè ýòîì â ñèëó (5.9) è ñ ó÷åòîì (5.3)

èìååì ðàâåíñòâî∫ τk+1+ps

τk+ps

y21(t)y
2
2(t) exp[−2αk(t− τk+ps)] dt =

= |y1(τk + 0)|4
∫ τk+1+ps

τk+ps

exp[2αk(t− τk+ps)] dt = |y1(τk + 0)|4 e
2αkθk − 1

2αk

, (5.10)

åñëè αk 6= 0.
Ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò ak,21 â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå,

ak,21 = ρk,21 exp[iφk,21], è ïîëó÷èì èç (5.6)�(5.10), ÷òî çíàê èíòåãðàëà (5.8) ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè t− t0 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

I =
∑
αk 6=0

e2αkθk − 1

αk

ρk,21 cosφk,21 + 2
∑
αk=0

θkρk,21 cosφk,21.

Íà îñíîâàíèè òåîðåì 1 è 2 çàêëþ÷àåì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5.1) ðàâ-
íîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè I < 0 è íåóñòîé÷èâî ïðè I > 0.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû òåîðåìû ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà î äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèÿõ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè è íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ðå-
çóëüòàòû ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ñâîéñòâ ðàçðûâíûõ ïî âðåìåíè ôóíêöèé
Ëÿïóíîâà. Äàíî äåòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëó÷åí êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè îäíîé íåëèíåéíîé
èìïóëüñíîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â
øèðîêîì äèàïàçîíå êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ.
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