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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ðåøåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è î âäàâëèâàíèè ïåðèîäè÷åñêîé ñè-
ñòåìû îäèíàêîâûõ ãëàäêèõ øòàìïîâ ñ ïëîñêèìè ïîäîøâàìè â óïðóãóþ ìíîãîñëîéíóþ ïëèòó. Íà
äðóãóþ ãðàíèöó ïëèòû äåéñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàãðóçîê. Äåôîðìàöèÿ ïëèòû ïëîñêàÿ.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è îòíîñèòåëüíî êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé èñïîëü-
çóþòñÿ ðàíåå ââåäåííûå ìàòðèöû ïîäàòëèâîñòè ìíîãîñëîéíûõ ïëèò. Ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé
ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ òðåõñëîéíîé ïëèòû.

1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû è îáçîð ïóáëèêàöèé
Ïóñòü íà âåðõíþþ ãðàíèöó áåñêîíå÷íîé óïðóãîé ìíîãîñëîéíîé ïëèòû äåéñòâó-

åò ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà îäèíàêîâûõ ãëàäêèõ øòàìïîâ ñ ïëîñêèìè ïîäîøâàìè, à
íà äðóãóþ ãðàíèöó äåéñòâóåò óðàâíîâåøèâàþùàÿ åå ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà íîð-
ìàëüíûõ íàãðóçîê (ðèñ. 1). Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ ïîä øòàì-
ïàìè.

Ðèñ. 1. Ïåðèîäè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ òðåõñëîéíîé ïëèòû

Ïëèòà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà óïðóãèõ íåâåñîìûõ, èçîòðîïíûõ, ñöåïëåí-
íûõ ìåæäó ñîáîé áåñêîíå÷íî äëèííûõ ñëîåâ. Äåôîðìàöèÿ ìíîãîñëîéíîé ïëèòû
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ïëîñêàÿ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåðåäèíàìè ñîñåäíèõ ó÷àñòêîâ êîíòàêòà ðàâíî 2l. Äëè-
íà ïîäîøâû êàæäîãî øòàìïà � 2a. Íà êàæäûé øòàìï äåéñòâóåò íîðìàëüíàÿ ñèëà
Q, íàïðàâëåííàÿ âäîëü îñè ñèììåòðèè øòàìïà. Êàæäûé ñëîé áóäåì õàðàêòåðèçî-
âàòü òîëùèíîé h, ìîäóëåì ñäâèãà µ è âåëè÷èíîé ω = 0, 5/(1 − ν), ãäå ν � êîýô-
ôèöèåíò Ïóàññîíà.

Ïåðèîäè÷åñêèå êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè ðàññìîòðåíû â
êëàññè÷åñêîé ìîíîãðàôèè [1]. Ãîðÿ÷åâà È.Ã. è Òîðñêàÿ Å.Â. ðàññìàòðèâàëè ïðî-
ñòðàíñòâåííóþ ïåðèîäè÷åñêóþ êîíòàêòíóþ çàäà÷ó î äåéñòâèè ñèñòåìû îäèíàêî-
âûõ öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïîâ íà óïðóãèé ñëîé, ñöåïëåííûé ñ óïðóãèì ïîëóïðî-
ñòðàíñòâîì [2]. Áóðíàåâà Â.Â. è Ðîìàíåíêî Ë.Ã. èññëåäîâàëè ïåðèîäè÷åñêóþ çà-
äà÷ó î âäàâëèâàíèè ñèñòåìû óïðóãèõ ïîëîñ â óïðóãóþ ïîëîñó [3].

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîñëîéíûõ îñíîâàíèé ïåðèîäè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà-
÷à ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ðàññìàòðèâàëàñü Èëüìàíîì Â. Ì. è Ïðèâàðíèêî-
âûì À. Ê. [4]. Ïîçäíåå Ïðèâàðíèêîâ À. Ê. è Ñòîëÿð÷óê È. À. [5] âîçâðàòèëèñü ê
ýòîé çàäà÷å. Ïðèâåäåííîå â ñòàòüå [5] ðåøåíèå áàçèðóåòñÿ íà ìåòîäå ôóíêöèé ïî-
äàòëèâîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà. Çàäà÷à ñâåäåíà
ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñòàòüè, ïîñâÿùåííûå êîíòàêòíîé çàäà÷å ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè î äåéñòâèè
ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû îäèíàêîâûõ øòàìïîâ ñ ïëîñêèìè ïîäîøâàìè íà ìíîãî-
ñëîéíóþ ïëèòó ñ ëþáûì êîíå÷íûì ÷èñëîì ñëîåâ, íå óäàëîñü îáíàðóæèòü. Äëÿ
âûâîäà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è àâòîðû èñïîëüçóþò ìàòðè-
öû ïîäàòëèâîñòè, ââåäåííûå â [6].

2. Äåôîðìàöèÿ ìíîãîñëîéíîé ïëèòû

Íóìåðàöèþ ñëîåâ â ïëèòå ïðîâîäèì ñâåðõó âíèç. Â êàæäîì ñëîå ââîäèì ëî-
êàëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì íà âåðõíåé ãðàíèöå ñëîÿ, êàê
óêàçàíî íà ðèñóíêå. Âñå âåëè÷èíû, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ñëîþ ñ íîìåðîì m, áóäåì
îáîíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèì âåðõíèì èíäåêñîì. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íîìåð ñëîÿ
íå óêàçàí, ðå÷ü èäåò î ïðîèçâîëüíîì ñëîå ïëèòû.

Ñ÷èòàåì, ÷òî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíûõ íàãðóçîê íà íèæíåé ãðàíèöå
ïëèòû îïèñûâàþòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé g(x), x ∈ (−l, l) . Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, çà-
äàííûå íà îäíîì ïåðèîäå (−l, l) , èìåþò âèä

τ 1
XZ(x, 0) = 0, w1(x, 0) = 0, |x| < a < l, (2.1)

σn
z (x, hn) = g(x), τn

XZ(x, hn) = 0, −
l∫

−l

g(x)dx = Q. (2.2)

Íóæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ σ(x) = σz
1(x, o), x ∈ (−a, a) êîòîðàÿ îïèñûâàåò çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïîì. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óêàçàí-
íûõ äîïóùåíèÿõ ôóíêöèè wm, σm

z � ÷åòíûå ïî ïåðåìåííîé x, à ôóíêöèè um, τm
XZ

� íå÷åòíûå (m = 1, 2, ..., n).
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Â äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà âñå ëèíåéíûå ðàçìåðû áóäåì îòíîñèòü ê äëèíå
ïåðèîäà, êîòîðûé ñ÷èòàåì ðàâíûì 2π, òî åñòü ïîëàãàåì l = π. Ñ ó÷åòîì ýòîãî
íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ â ïëèòå ïðåäñòàâèì â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ:

um =
∞∑

k=1

Um
k (z) sin(kx), wm =

Wm
0 (z)

2
+

∞∑

k=1

Wm
k (z) cos(kx).

σm
z =

Λm
0 (z)

2
+

∞∑

k=1

Λm
k (z) cos(kx), τm

XZ =
∞∑

k=1

Tm
k (z) sin(kx).

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè m-ãî ñëîÿ αm
k , δm

k , βm
k , γm

k , êîòîðûå
ñâÿçàííû ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùå-
íèé íà âåðõíåé ãðàíèöå ýòîãî ñëîÿ:

σm
z (x, 0) = 0.5αm

0 +
∞∑

k=1

kαm
k cos(kx), τm

xz(x, 0) =
∞∑

k=1

kδm
k sin(kx),

µmwm(x, 0) = 0.5βm
0 +

∞∑

k=1

βm
k cos(kx), µmum(x, 0) =

∞∑

k=1

γm
k sin(kx).

Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

µmWm
0 = (1− ωm)αm

0 z + βm
0 ,

2µmWm
k = αm

k (−ωmzC+(2−ωm)S)+2βm
k (C−ωmzS)+2γm

k ((1−ωm)S−ωmzC)−δm
k ωmzS

Çäåñü z − kz, S = sh(kz), C = ch(kz) . Ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè (2.1), ïîñòðîèì âñïî-
ìîãàòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α1

k, δ1
k äëÿ ïåðâîãî ñëîÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

αn+1
k , δn+1

k äëÿ íèæíåé ãðàíèöû n-ãî ñëîÿ:

α1
k =

1

kπ

a∫

−a

σ(s) cos ksds, δ1
k =

1

kπ

π∫

−π

τ 1
XZ(s, 0) sin ksds = 0,

αn+1
k =

1

kπ

π∫

−π

g(s) cos ksds, δn+1
k

1

kπ

π∫

−π

τn
XZ(s, hn) sin ksds = 0. (2.3)

Â [6] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÷ëåíû âñïîìîãàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé β1
k , α1

k è
αn+1

k ñâÿçàííû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè:

β1
k = (− 1

2ω1
+ ak)α

1
k + bkα

n+1
k ,

ãäå lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk = 0. ×èñëà ak − 1
2ω1 è bk ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè âåðõíèìè ýëåìåí-

òàìè ìàòðèö A1
k è B1

k ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ìàòðèöû îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè
ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë [6]

Bm
k = (∆mQm

k − Am+1
k Nm

k )−1Bm+1
k ,
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Am
k = (∆mQm

k − Am+1
k Nm

k )−1(Am+1
k Mm

k −∆mPm
k ), m = n− 1, . . . , 1.

Çäåñü

Mm
k =

(
C − ωpS −$S − ωpC

−$S + ωpC C + ωpS

)
, Nm

k = 2ω

(
S − pC −pS

pS S + pC

)
,

Qm
k =

(
C − ωpS $S − ωpC

$S + ωpC C + ωpS

)
, Pm

k =

(
(1− 0.5ω)S − pC −0.5ωpS

0.5ωpS (1− 0.5ω)S + pC

)
.

∆m = µm+1

µm , p = khm, C = ch p, S = sh p, ω = ωm, $ = 1− ω.
Èñõîäíûìè äëÿ íà÷àëà ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû:

Bn
k = (Nn

k )−1, An
k = (Nn

k )−1Mn
k = −Bn

k Mn
k .

3. Âûâîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷è
Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå w1(x, 0)− β1

0

2µ1 , îòëè÷àþùååñÿ íà êîíñòàíòó îò ôóíêöèè,
îïèñûâàþùåé íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê âåðõíåé ãðàíèöû ïëèòû:

µ1w1(x, 0)− β1
0

2
= I =

∞∑

k=1

β1
k cos kx =

∞∑

k=1

〈(− 1

2ω1
+ ak)α

1
k + bkα

n+1
k 〉 cos kx (3.1)

Ïîäñòàâèì â ýòó ôîðìóëó âìåñòî ÷ëåíîâ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
èõ âûðàæåíèÿ (2.3) è èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî [7]

∞∑

k=1

cos ks cos kx

k
= −1

4
ln(4(cos s− cos x)2).

Ó÷òåì, ÷òî äëÿ x ∈ [−a, a] ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (3.1) åñòü êîíñòàíòà. Ïîëó÷èì
òîãäà èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé σ(x)

I =
1

π

a∫

−a

σ(s)〈 1

4ω1
ln(2| cos s− cos x|) + l(x, s)〉ds +

1

π

π∫

−π

g(s)L(x, s)ds = C̃. (3.2)

Çäåñü C̃ � íåèçâåñòíàÿ êîíñòàíòà,

l(x, s) =
∞∑

k=1

ak

k
cos ks cos kx, L(x, s) =

∞∑

k=1

bk

k
cos ks cos kx.

Ðÿäû äëÿ l(x, s) è L(x, s) áûñòðî ñõîäÿòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ x, s, ò. ê. êî-
ýôôèöèåíòû ak = O((kh1)2 exp(−2kh1)), bk = O(kh1 exp(−kh1)) ïðè k → ∞ [6].
Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3.2) íóæíî äîïîëíèòü óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ ïëèòû

a∫

−a

σ(s)ds = −Q. (3.3)
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Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ (3.2), (3.3):

t =
2(1− cos s)

1− cos a
− 1, t =

2(1− cos x)

1− cos a
− 1.

Ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè f(t)

1

π

1∫

−1

f(t)〈ln |y − t|+ r(y, t)〉dt + R(y) = C̃ (3.4)

ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì
1∫

−1

f(t)dt =
Q

2ω
. (3.5)

Â çàïèñè ýòèõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

f(t) =
sin2(0.5a)

2ω1

σ(s(t))

sin s
, r(y, t) = 4ω1l(x(y), s(t)) + ln(1− cos(a)),

R(y) =
2

π

π∫

0

g(s)L(x(y), s)ds,

s = arccos(1− 0.5t(1− cos(a))), x = arccos(1− 0.5y(1− cos(a)))

4. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.4) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè

f(t) ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì (3.5) èùåì â âèäå

f(t) =
1√

1− t2

k∑
i=0

fiTi(t). (4.1)

Çäåñü Ti(t) � ïîëèíîìû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Ïîäñòàâèì (4.1) â (3.5), âîñïîëü-
çóåìñÿ ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà è ïîëó÷èì f0 = Q/(4πω).
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñòàëüíûõ íåèçâåñòíûõ fi è C̃ ïîäñòàâèì (4.1) â (3.4) è ïîòðåáóåì
âûïîëíåíèÿ òî÷íîãî ðàâåíñòâà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåííî-
ãî ðàâåíñòâà â m+1 òî÷êàõ èíòåðâàëà (−1, 1). Â èòîãå ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ fi

f0
è C̃

C̃ +
m∑

i=1

Pi(yj)
fi

f0

= P0(yj).
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Çäåñü

P0(y) = −R(y)− 1

π

1∫

−1

r(y, t)√
1− t2

dt, Pi(y) =
1

π

1∫

−1

Ti(t)r(y, t)√
1− t2

dt− Ti(t)

i
,

i = 1, 2, ..., m, yj, j = 1, ...m + 1 óçëû êîëëîêàöèè èç èíòåðâàëà (−1, 1). Ïî íàéäåí-
íûì fi èñêîìàÿ ôóíêöèÿ σ(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ïðèáëèæåííîé ôîðìóëîé

σ(x) ≈ 2ω cos(x/2)√
sin2(a/2)− sin2(x/2)

k∑
i=0

fiTi(
2(1− cos x)

1− cos a
).

Â êà÷åñòâå óçëîâ yi ìîæíî âçÿòü óçëû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà äëÿ ïðîìå-
æóòêà [−1, 1] ñ âåñîì w(x) = 1 . ×èñëî óçëîâ m óâåëè÷èâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà
äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è íå ñîâïàäóò â
ïðåäåëàõ çàäàííîé òî÷íîñòè.×èñëåííûå ýêñïåðåìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïîëó÷àåìûå
ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïàìè ïðàêòè÷åñêè íå
çàâèñÿò îò ñïîñîáîâ âûáîðà óçëîâ, ïîäîáíûõ óêàçàííîìó.

5. Ïðèìåðû

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ òðåõñëîéíîé ïëèòû ñî
ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: òîëùèíû ñëîåâ h1 = h3 = 0.5, h2 = 1, êîýôôèöèåíòû
ω1 = ω2 = ω3 = 0.7. Äëèíà êàæäîãî øòàìïà 2a = π. Íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà
íèæíåé ãðàíèöå ïëèòû ïîñòîÿííûå, òî åñòü g(x) = −1 è Q = 2π.

Ãðàôèêè íîðìàëüíûõ äàâëåíèé q(x) = −σ(x) ïîä øòàìïîì äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà
ìîäóëè ñäâèãà äâóõ âíåøíèõ ñëîåâ ñîâïàäàþò: µ1 = µ3 = µ, à ìîäóëü ñäâèãà
âòîðîãî ñëîÿ ïðèíèìàåò îäíî èç òðåõ çíà÷åíèé: µ2 = 100µ, µ2 = 10µ, µ2 = µ,
ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 2, 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìååì äåëî
ôàêòè÷åñêè ñ îäíîñëîéíîé ïëèòîé òîëùèíû 2.

Êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ ïîä øòàìïàìè äëÿ îäíîñëîéíîé ïëèòû ïðè óâåëè÷åíèè
åå òîëùèíû äî áåñêîíå÷íîñòè áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì êîíòàêòíûì
äàâëåíèÿì ïîä øòàìïàìè äëÿ çàäà÷è î äåéñòâèè ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû øòàìïîâ
íà óïðóãóþ ïîëóïëîñêîñòü. Íà ðèñ. 5, äëÿ ñðàâíåíèÿ, ïðèâåäåí ãðàôèê êîíòàêò-
íûõ äàâëåíèé ïîä îäíèì èç øòàìïîâ ñ ïëîñêîé ïîäîøâîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû
øòàìïîâ, äåéñòâóþùèõ íà óïðóãóþ ïîëóïëîñêîñòü, êîòîðûå ïîäñ÷èòàíû ïî ôîð-
ìóëå Ñàäîâñêîãî [1].

Åñëè ìîäóëü ñäâèãà âåðõíåãî ñëîÿ íàìíîãî áîëüøå ìîäóëÿ ñäâèãà ñðåäíåãî
ñëîÿ, â îáëàñòè êîíòàêòà âîçíèêàþò ðàñòÿãèâàþùèå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ σz

(ðèñ. 2). Äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è ýòîò ýôôåêò èññëåäîâàí â ñòàòüå
[8]. Íàëè÷èå ñèñòåìû øòàìïîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìîæåò áûòü íåñêîëüêî çîí, â
êîòîðûõ êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ îòðèöàòåëüíû. Ýòîò ýôôåêò òðåáóåò äàëüíåéøåãî
èçó÷åíèÿ.
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Ðèñ. 2. Ðèñ. 3.

Ðèñ. 4. Ðèñ. 5.
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