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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíî-
âåííûõ êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè èíâà-
ðèàíòíûõ êîíóñîâ, â êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ âñå ðåøåíèÿ óïîìÿíóòûõ ñèñòåì.

1. Ââåäåíèå
Ïóñòü A = (aij), B1, ..., Bn ∈ Rn×n � âåùåñòâåííûå ìàòðèöû è, äîïîëíèòåëüíî,

ìàòðèöû B1, ..., Bn � ñèììåòðè÷åñêèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n è ïóñòü xT = (x1, ..., xn) ∈ Rn � íåèçâåñòíûé âåêòîð,
êîîðäèíàòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè t.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé 




ẋ1(t) =
n∑

j=1

a1jxj(t) + xT (t)B1x(t),

. . . . . . . . . . . . . . ,

ẋn(t) =
n∑

j=1

anjxj(t) + xT (t)Bnx(t)

(1.1)

ïîðÿäêà n ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé xT (0) = (x10, ..., xn0).
Ñèñòåìû âèäà (1.1) ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷àõ ñèíòåçà îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ

áèëèíåéíûõ ñèñòåì [1� 6], ïðè èññëåäîâàíèè çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ÿäåðíûìè ðåàê-
òîðàìè è äâèæåíèåì ñàìîëåòîâ [3, 5], ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîëîãèè [7 � 9]. Ïðè ýòîì
îñíîâíîé çàäà÷åé, êîòîðàÿ îáñóæäàëàñü â ýòèõ ðàáîòàõ, áûëà çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè.
Äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è àíàëîãè÷íûå ìåòîäû
[10]. Ê ñîæàëåíèþ ïðèìåíåíèå òåîðèè Ëÿïóíîâà ê èçó÷åíèþ âîïðîñà îá óñòîé÷èâî-
ñòè ñèñòåì âèäà (1.1) ìàëîýôôåêòèâíî. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ
äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè äëÿ óêàçàííûõ
êëàññîâ ñèñòåì.

c© Â.Å. ÁÅËÎÇÅÐÎÂ



4 Â.Å. ÁÅËÎÇÅÐÎÂ

Äëÿ ñèñòåìû (1.1) âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ñèñòåìó îäíîðîäíûõ êâà-
äðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





ẋ1(t) = xT (t)B1x(t),
. . . . . . . . . ,
ẋn(t) = xT (t)Bnx(t).

(1.2)

Çàìåòèì, ÷òî ëþáóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1.1) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå [3, 5]:

xT Bix = (ri1, ..., rin) · (x1x
T , ..., xnx

T )T ,

ãäå ri1, ..., rin � n-ìåðíûå âåêòîð-ñòðîêè ìàòðèöû Bi, i = 1, ..., n. Òàêèì îáðàçîì,
âñþ ñèñòåìó (1.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

ẋ(t) = A · x(t) + T · (x(t)⊗ x(t)), (1.3)

ãäå

A =




a11, ... , a1n
... ...

...
an1, ... , ann


 ∈ Rn×n,T =




r11, ... , r1n
... ...

...
rn1, ... , rnn


 ∈ Rn×n2

,

ñîîòâåòñòâåííî, ñìåøàííûé òåíçîð ðàíãà 2 (îäèí ðàç êîíòðàâàëåíòíûé è îäèí
ðàç êîâàëåíòíûé) è ñìåøàííûé òåíçîð ðàíãà 3 (îäèí ðàç êîíòðàâàëåíòíûé è äâà
ðàçà êîâàëåíòíûé); x⊗ x = (x1x

T , ..., xnx
T )T � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà x

íà ñåáÿ. (Çäåñü òåíçîð T ðåàëèçîâàí êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö ðàçìåðîâ
n×n2; ñàìî æå ïðîñòðàíñòâî Ψ óêàçàííûõ òåíçîðîâ èìååò ðàçìåðíîñòü n2(n+1)/2.)

Î÷åâèäíî, ÷òî òåíçîð T ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

T = T1 × ...× Tn,

ãäå

T1 =




r11
...

rn1


 ∈ Rn×n, ..., Tn =




r1n
...

rnn


 ∈ Rn×n.

Ââåäåì ôóíêöèþ (èíâàðèàíò ãðóïïû GL(n,C)[5, 6]):

I(T1, ..., Tn) = det

( ∑
1≤j1,...,jm≤n

(−1)σTj1Tj2 · ... · Tjm

)
,

ãäå σ = 0, åñëè ïåðåñòàíîâêà (j1, ..., jm) ÷åòíàÿ è σ = 1, åñëè ïåðåñòàíîâêà (j1, ..., jm)
íå÷åòíàÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Cèñòåìa (1.2) (èëè ñèñòåìà (1.1)) íàçûâàåòñÿ îáùåé, åñëè I(T1, ...,
Tn) 6= 0.
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ÎÁ ÎÁËÀÑÒßÕ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ 5

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ρ1B1 + ... + ρnBn ∈ Rn×n, ãäå ρ1, ..., ρn � ïðîèçâîëüíûå
âåùåñòâåííûå ïåðåìåííûå. Çàïèøåì äëÿ ýòîé ìàòðèöû åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ïîëèíîì:

det(λEn − ρ1B1 − ...− ρnBn) = λn + a1(ρ1, ..., ρn)λn−1 + ... + an(ρ1, ..., ρn).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç n− 1 îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

a2(ρ1, ..., ρn) = 0, ..., an(ρ1, ..., ρn) = 0, (1.4)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ρ1, ..., ρn.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (1.4) èìååò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ ðå-

øåíèé (âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûõ):

f1 =




ρ11

ρ21
...

ρn1


 , f2 =




ρ12

ρ22
...

ρn2


 , ..., fn =




ρ1n

ρ2n
...

ρnn


,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

a1(ρ1i, ..., ρni) 6= 0, i = 1, ..., n.

Ñîñòàâèì íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó F = (f1, ..., fn) ∈ C n×n è ââåäåì â ñèñòåìó
(1.2) íîâóþ ïåðåìåííóþ w(t) = (w1(t), ..., wn(t))T ∈ C n ïî ôîðìóëå x(t) = Fw(t).
Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â [3, 5], ñèñòåìà (1.2) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå





ẇ1(t) = −(γ11w1 + ... + γ1nwn)2,
. . . . . . . . . . . . . ,

ẇn(t) = −(γn1w1 + ... + γnnwn)2,
(1.5)

ãäå γij ∈ C � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ââåñòè åùå îäíó çàìåíó w(t) = −Gv(t), ãäå v(t) = (v1(t), ...,

vn(t))T ,

G =




γ11 · · · γ1n
... · · · ...

γn1 · · · γnn




è det G 6= 0, òî ñèñòåìà (1.2) ïðåäñòàâèòñÿ òàê:




v̇1(t) = γ11v
2
1 + ... + γ1nv2

n,
. . . . . . . . . . . . ,
v̇n(t) = γn1v

2
1 + ... + γnnv

2
n.

(1.6)

Ïðåäñòàâëåíèå (1.6) ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòà I(T1, ..., Tn).
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6 Â.Å. ÁÅËÎÇÅÐÎÂ

Ïóñòü n = 2; òîãäà

T1 =

(
γ11 0
γ21 0

)
, T2 =

(
0 γ12

0 γ22

)

è I(T1, T2) = det(T1T2 − T2T1) = γ12γ21 det G.
Ïóñòü n = 3; òîãäà

T1 =




γ11 0 0
γ21 0 0
γ31 0 0


 , T2 =




0 γ12 0
0 γ22 0
0 γ32 0


 , T3 =




0 0 γ13

0 0 γ23

0 0 γ33




è

I(T1, T2, T3) = det(T1T2T3 + T2T3T1 + T3T1T2 − T1T3T2 − T3T2T1 − T2T1T3) =

=

(
(γ12γ23γ31)

2 − (γ13γ21γ32)
2

)
det G.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå I(T1, ..., Tn) 6= 0 ïîêàçûàåò, ÷òî ñèñòåìà (1.5) ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíîé WIS-ñèñòåìîé [3, 5].

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà F , ïðèâîäÿùàÿ ñèñòåìó
(1.2) ê âèäó (1.5), òî ñèñòåìà (1.2) (òàêæå êàê è ñèñòåìà (1.1)) áóäåò íàçûâàòüñÿ
R-ñèñòåìîé.

Ïðèâåäåì ïðîñòîå óñëîâèå òîãî, ÷òî ñèñòåìà (1.2) áóäåò R-ñèñòåìîé.
Ïóñòü m ≥ 2, f(λ) = λm + b1λ

m−1 + ... + bm � ïîëèíîì ñ âåùåñòâåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè è ïóñòü λ1, ..., λm � åãî êîðíè.

Ââåäåì ñòåïåííûå ñóììû

si = λi
1 + ... + λi

m; i = 0, ..., 2m− 2.

Ïîñòðîèì ìàòðèöû

H2 =

(
s0 s1

s1 s2

)
, H3 =




s0 s1 s2

s1 s2 s3

s2 s3 s4


 , ..., Hm =




s0 s1 · · · sm−1

s1 s2 · · · sm
... ... · · · ...

sm−1 sm · · · s2m−2


 .

Èçâåñòíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Íüþòîíà

b0sk + b1sk−1 + ... + bk−1s1 = −kbk, b0 = 1, k = 1, ...,m,
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ìîæíî óñòàíîâèòü ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ñòåïåííûå ñóììû ÷åðåç èçâåñòíûå êî-
ýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ s1, ..., sm çà-
ïèøåì ôîðìóëû Íüþòîíà òàêèì îáðàçîì:




1 0 · · · 0 0

b1 1
. . . . . . 0

b2 b1 1
. . . ...

... . . . . . . . . . 0
bm−1 · · · b2 b1 1



·




s1

s2

s3
...

sm




= −




b1

2b2

3b3
...

mbm




.

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ëèíåéíóþ (îòíîñèòåëüíî s1, ..., sm) ñèñòåìó óðàâíåíèé íàé-
äåì íåèçâåñòíûå si = hi(b1, ..., bm), ãäå hi(...), i = 1, ...,m, � ïîëèíîìèàëüíûå ôóíê-
öèè îò b1, ..., bm. (Ñóììû si, i = m+1, ..., 2m−2, ëåãêî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç b1, ..., bm.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû ìàòðèö H2, ..., Hm òàêæå áóäóò ïîëèíîìèàëüíûìè ôóíê-
öèÿìè îò b1, ..., bm.)

Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò: ÷èñëî
ïàð êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé ïîëèíîìà f(λ) ðàâíî ÷èñëó îòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè det H2(b1, ..., bm), ..., det Hm(b1, ..., bm). Ýòî ÷èñëî
íå ïðåâûøàåò m/2, åñëè m � ÷åòíîå, è (m− 1)/2, åñëè m � íå÷åòíîå.

Ïóñòü n = 2. Òîãäà ñèñòåìà (1.4) ñîñòîèò èç îäíîãî îäíîðîäíîãî êâàäðàòíî-
ãî óðàâíåíèÿ: a2(ρ1, ρ2) ≡ ρ2

1 + b1ρ1ρ2 + b2ρ
2
2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå m = 2 è äëÿ

ðàçðåøèìîñòè óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû det H2(b1, b2) > 0.
Ïóñòü òåïåðü n = 3. Òîãäà ñèñòåìà (1.4) ñîñòîèò èç îäíîãî îäíîðîäíîãî êâàä-

ðàòíîãî óðàâíåíèÿ a2(ρ1, ρ2, ρ3) = 0 è îäíîãî îäíîðîäíîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
a3(ρ1, ρ2, ρ3) = 0. Èñêëþ÷àÿ èç ýòîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàíòà [11], íàïðè-
ìåð, íåèçâåñòíóþ ρ3, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ρ6
1 + b1ρ

5
1ρ2 + ... + b6ρ

6
2 = 0. (1.7)

Â ýòîì ñëó÷àå m = 6 è äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó F íåîáõîäèìî
èìåòü íå ìåíåå ÷åòûðåõ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.7). Äëÿ ýòîãî â ðÿäó
÷èñåë

det H2(b1, ..., b6), ..., det H6(b1, ..., b6),

äîëæíî áûòü íå áîëåå îäíîãî îòðèöàòåëüíîãî. (Çàìåòèì, ÷òî â óêàçàííîì ðÿäó
ìîæåò áûòü íå áîëåå òðåõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.)
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8 Â.Å. ÁÅËÎÇÅÐÎÂ

2. Óñòîé÷èâîñòü îäíîðîäíûõ êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì
Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå (1.5). Ôîðìàëüíî âû÷èñëèì âñå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî

âðåìåíè ôóíêöèé z1 = w1/wn, ..., zn−1 = wn−1/wn. Òîãäà ïîëó÷èì




ż1(t)
...

żn−1(t)
ẇn(t)


 =




ẇ1wn − w1ẇn

w2
n

≡ G1(z1(t), ..., zn−1(t))wn(t)

. . . . . . . . . . . . . .
ẇn−1wn − wn−1ẇn

w2
n

≡ Gn−1(z1(t), ..., zn−1(t))wn(t)

Gn(z1(t), ..., zn−1(t))w
2
n(t)




, (2.1)

ãäå

Gi(z1, ..., zn−1) = zi(γn1z1 + ... + γn,n−1zn−1 + γnn)2 − (γi1z1 + ... + γi,n−1zn−1 + γin)2

� íåîäíîðîäíûå êóáè÷íûå ôóíêöèè, à

Gn(z1, ..., zn−1) = −(γn1z1 + ... + γn,n−1zn−1 + γnn)2

� íåîäíîðîäíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ z1, ..., zn−1; i = 1, ..., n− 1.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

G1(z1, ..., zn−1) = 0, ..., Gn−1(z1, ..., zn−1) = 0. (2.2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z∗1, ..., z
∗
l ∈ Rn−1; 1 ≤ l ≤ 2n − 1 � âñå âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (2.2). (Íàïîìíèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå èìååòñÿ ðîâíî 2n− 1 êîìïëåêñíûõ
ðåøåíèé; òàêèì îáðàçîì, â ñèëó íå÷åòíîñòè ÷èñëà 2n − 1 âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (2.2) âñåãäà ñóùåñòâóþò [3, 5].)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ1 = Σ1 + S1, ..., Σp = Σp + Sp çàìêíóòûå îáëàñòè â Rn−1 îäè-
íàêîâîé ðàçìåðíîñòè n − 1, ãðàíèöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòè S1, ..., Sp,
îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè (2.2). (Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ïîâåðõíîñòè Si ÿâëÿþòñÿ
(n − 2)-ìåðíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, i = 1, ..., p. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî p ýòèõ ïîâåðõ-
íîñòåé, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëüøå, ÷åì ÷èñëî n− 1 óðàâíåíèé (2.2); ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
êàæäîå èç óðàâíåíèé (2.2) ìîæåò çàäàâàòü íåñêîëüêî ïîâåðõíîñòåé.)

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

Rn−1 = Σ1 ∪ ... ∪ Σp è åñëè i 6= j, òî Σi ∩ Σj = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ðåøåíèå z∗k, k ∈ {1, ..., l}
ñèñòåìû (2.2), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: ñóùåñòâóåò ðîâíî
r = 2n−1 ≤ p òàêèõ îáëàñòåé Σj1 , ..., Σjr , j1, ...jr ∈ {1, ..., p}, ÷òî

z∗k = Σj1 ∩ ... ∩ Σjr .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
Σ = Σj1 ∪ ... ∪ Σjr .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
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Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (1.2) ÿâëÿåòñÿ îáùåé R-ñèñòåìîé. Ïóñòü òàê-
æå îáëàñòü Σ îãðàíè÷åíà. Òîãäà ìíîæåñòâî Ω = {xΣ, x} ⊂ Rn, ãäå x ïðîáåãàåò
âñå ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1.5).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îáëàñòü Σ îáëàäàåò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè:
åñëè z0 = z(0) ∈ Σ, òî ∀t > 0 z(t) ∈ Σ.

Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû (1.5) ïðîñòåéøèì èòåðàöèîííûì ìå-
òîäîì � ìåòîäîì Ýéëåðà:

wj+1 = wj −




(γ11w1j + ... + γ1nwnj)
2

...
(γn1w1j + ... + γnnwnj)

2


 ∆t, j = 0, 1, ..., (2.3)

ãäå w0 = (w10, ..., wn0)
T è ∆t > 0 � øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûé ìîæåò áûòü

âûáðàí ñêîëü-óãîäíî ìàëûì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî wn0 6= 0 (òîãäà êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð z0 = (z10, ...,

zn−1,0)
T , ãäå z10 = w10/wn0, ..., zn−1,0 = wn−1,0/wn0, è îäíîâðåìåííî ñ ñèñòåìîé (1.5)

ïðèìåíèì ìåòîä Ýéëåðà òàêæå è ê ñèñòåìå (2.1):




zj+1 = zj +




G1(z1j, ..., zn−1,j)wnj
...

Gn−1(z1j, ..., zn−1,j)wnj


 ∆t,

wn,j+1 = wnj − (γn1w1j + ... + γnnwnj)
2∆t, j = 0, 1, ....

(2.4)

Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (1.5) íåîáõîäèìî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå: ∀i wi0 > 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð, wn0 < 0, òî èç (2.3) (èëè (2.4)) âûòåêàåò, ÷òî
lim
j→∞

wnj = −∞. Åñëè æå wn0 = 0, òî âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè:
a1)

−(γn1w10 + ... + γnnwn0)
2 < 0

è
a2)

∀i wni = wn0 = 0 è (γn1w1i + ...γn,n−1wn−1,i + γnnwn0)
2 = 0.

ßñíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé èòåðàöèè ïîä íîìåðîì k > 0 ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ ñâåäåò-
ñÿ ê ñëó÷àþ wnk < 0 è ïîòîìó îïÿòü lim

i→∞
wni = −∞. Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ îçíà÷àåò,

÷òî âåêòîð ðåøåíèé w(t) = (w1(t), ..., wn(t) ≡ 0)T äîëæåí ïðèíàäëåæàòü íåêîòî-
ðîé (n − 1)-ìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòè â Rn, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì γn1w1 + ... +

γn,n−1wn−1 = 0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ∀i γn1w
(i)
1 (t)+...+γn,n−1w

(i)
n−1(t) ≡ 0 (ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ ïðîèçâîäíûõ) èëè



w1 . . . wn−1
... . . . ...

w
(n−2)
1 . . . w

(n−2)
n−1







γn1
...

γn,n−1


 ≡ 0
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è ïîòîìó γn1 = 0, ..., γn,n−1 = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå (1.5) ïðèñóòñòâóþò
èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà (ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû èìååò âèä ẇn(t) =
−γnnw

2
n) è, çíà÷èò, I(T1, ..., Tn) = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ îáùíîñòè ýòîé

ñèñòåìû.
Èòàê, ∀i ∈ {1, ..., n} èìååì wi0 > 0. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü âåêòîð

z0 = (w10/wn0, ..., wn−1,0/wn0)
T ∈ Rn−1,

âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ïîëîæèòåëüíû.
Ïóñòü, íàïðèìåð, z0 ∈ Σj1 ∈ Σ. Ñîãëàñíî (2.4) îïðåäåëèì âåêòîðû

G(zi) = (G1(z1i, ..., zn−1,i), ..., Gn−1(z1i, ..., zn−1,i))
T ∈ Rn−1, i = 0, 1, ...

b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê z = (z1, ..., zn−1)
T ∈ Σj1 âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå:
G1(z1, ..., zn−1) ≥ 0. (2.5)

Ïóñòü òàêæå òî÷êà z0 ∈ Σj1 áóäåò íà÷àëîì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà z0, ..., zi, ...,
ãåíåðèðóåìîãî àëãîðèòìîì (2.4).

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè òàêîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî, ÷òîáû
wni > 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå èìååò ìåñòî. Òîãäà äëÿ ïåðâîé
êîîðäèíàòû âåêòîðà zi èìååì z1i− z1,i−1 > 0. Ïóñòü â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå (2.3)
íà m-ì øàãå w1m > 0, íî w1,m+1 < 0. Òîãäà z1m > 0, íî z1,m+1 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
z1,m+1 − z1m < 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (2.5). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ìî-
íîòîííóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z10 < z11 < ... < z1m < .... Íî íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ h = G1(z1, ..., zn−1) äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèÿ (êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå) â çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Σj1 .
Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z0, z1, ... ⊂ Σj1 è èìååò ïðåäåë lim

m→∞
z1m = a∗11 < ∞.

c) Ïóñòü, òåïåðü, äëÿ âñåõ òî÷åê z = (z1, ..., zn−1)
T ∈ Σj2 âûïîëíÿåòñÿ

G1(z1, ..., zn−1) ≤ 0. (2.6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà z0 ∈ Σj2 áóäåò íà÷àëîì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (2.4):
z0, ..., zi, .... Òîãäà äëÿ ïåðâîé êîîðäèíàòû âåêòîðà zi èìååì z1i − z1,i−1 < 0. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ìîíîòîííóþ óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z10 > z11 >
... > z1m > .... Ïóñòü â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå (2.4) íà m-ì øàãå z1,m > 0, íî
z1,m+1 < 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, íà êàêîì-òî øàãå ñ íîìåðîì m ìû
ïîëó÷èì G1(z1m, ..., zn−1,m) ≥ 0 (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêèíåò îáëàñòü Σj2è ïåðåé-
äåò â îáëàñòü Σj1 ⊂ Σ). Òîãäà ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (2.4)
ñëåäóåò, ÷òî z1,m+1 > 0 è ïîâòîðÿåòñÿ ñèòóàöèÿ ïóíêòà b). Íî îïÿòü æå íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ h = G1(z1, ..., zn−1) äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî
çíà÷åíèÿ (êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå) â çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
Σj2 . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ è ïîòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
z0, z1, ... ⊂ Σj2 è lim

m→∞
z1m = a∗12 < ∞.
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Òàê êàê îáëàñòè Σj1 è Σj2 îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè (2.5) è (2.6), òî àíàëî-
ãè÷íî, íåðàâåíñòâà âèäà

Gi(z1, ..., zn−1) ≤ 0 (Gi(z1, ..., zn−1) ≥ 0),

îïðåäåëÿþò îáëàñòè Σji
⊂ Σ è Σji+1

⊂ Σ. Ïîýòîìó, òàêæå êàê è â ïóíêòàõ b) è c),
óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ∀q ∈ {1, ..., n−1} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zq0, zq1, ..., zqi, ... êîîð-
äèíàò ñ íîìåðîì q âåêòîðîâ z0, z1, ..., zi, ... ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé è îãðàíè÷åííîé.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∀i âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà zi ïîëîæèòåëüíû è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü z0, z1, ..., zi, ... ∈ Σ è ïîòîìó ìíîæåñòâî Σ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì.

Èç ïðåäûäóùåãî ÿñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z0, z1, ..., zi, ... ñõîäèòñÿ ê òî÷êå
(a∗1, ..., a

∗
n−1)

T , ãäå a∗s = a∗s1 èëè a∗s = a∗s2; s = 1, ..., n − 1. Íî îáëàñòè Σj1 , ..., Σjr

èìåþò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ z∗k. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî áûòü z∗k =
(a∗1, ..., a

∗
n−1)

T . Ýòî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü, íàïðèìåð, n = 2. Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.1) âûãëÿäèò òàê:

ż1 = (γ2
21z

3
1 + (2γ21γ22 − γ2

11)z
2
1 + (γ2

22 − 2γ11γ12)z1 − γ2
12)w2;

ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî îäíî óðàâíåíèå
G(z1) = γ2

21z
3
1 + (2γ21γ22 − γ2

11)z
2
1 + (γ2

22 − 2γ11γ12)z1 − γ2
12 = 0. (2.7)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó (2.2).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèñêðèìèíàíò [11] ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëåí. Òî-

ãäà ýòî óðàâíåíèå èìååò òðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ: 0 < z∗1 < z∗2 < z∗3 .
Ñëåäîâàòåëüíî, S1 = z∗1 , Σ1 = (−∞, z∗1); S2 = z∗1 ∪ z∗2 , Σ2 = (z∗1 , z

∗
2); S3 = (z∗2 ∪

z∗3), Σ3 = (z∗2 , z
∗
3); S4 = z∗3 , Σ4 = (z∗3 ,∞) è ïîòîìó p = 4.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå z∗k = z∗2 , r = 2 è Σj1 = Σ2, Σj2 =
Σ3 è, ñëåäîâàòåëüíî,

Σ = [z∗1 , z
∗
3 ].

Îñòàëîñü òîëüêî âûâåñòè ÿâíûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè äèñêðèìèíàíòà
êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è òîãî, ÷òî ñèñòåìà (1.2) ÿâëÿåòñÿ R-ñèñòåìîé. Ïðîùå âñåãî
ýòî ñäåëàòü â òåðìèíàõ òåîðèè èíâàðèàíòîâ.

Ïóñòü n = 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç trF ñëåä êâàäðàòíîé ìàòðèöû F . Ââåäåì èíâà-
ðèàíòû [5, 6]:

I1 = det

(
(trT1, trT2) · T1

(trT1, trT2) · T2

)
, J2 = det(T1T2 − T2T1),

K3 = det

(
trT1, trT2

(trT1, trT2) · (T1T2 − T2T1)

)
,

à òàêæå èíâàðèàíòû
L = I1 − J2 −K3 è D = I1 + 27J2 − 5K3.

Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [5] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè L > 0,
òî ñèñòåìà (1.2) ÿâëÿåòñÿ R-ñèñòåìîé è åñëè D > 0, òî óðàâíåíèå (2.7) èìååò òðè
ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü n = 2. Òîãäà óñëîâèÿ I 6= 0 è L > 0, D > 0 ýêâèâàëåíò-
íû óñëîâèÿì Òåîðåìû 1 è ïîòîìó ñèñòåìà (1.2) èìååò íåòðèâèàëüíûé êîíóñ
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Åñëè, ê òîìó æå, ñèñòåìà (1.2) ïðèâåäåíà ê
âèäó (1.5), òî ýòîò êîíóñ ðàñïîëîæåí â ïåðâîì îðòàíòå è çàêëþ÷åí ìåæäó
ëó÷àìè w1 = z∗1w2 è w1 = z∗3w2.

Îòìåòèì, ÷òî Ñëåäñòâèå 1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà,
ïîëó÷åííîãî â [6]. Îäíàêî âàæíîé îñîáåííîñòüþ Ñëåäñòâèÿ 1 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â
îòëè÷èè îò [6], îíî ïîëó÷åíî áåç íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (1.5).

3. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ îäíîðîäíîé êâàäðàòè÷íîéñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = 3 è ñèñòåìà (1.2) èìååò âèä (1.5).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ Òåîðåìîé 1 ïðåäñòàâèì íàãëÿäíî ïðîöåññ

(2.4) (ñì. ðèñ. 1). Çäåñü v = w1/w3, u = w2/w3 è òî÷êà A3 èãðàåò ðîëü òî÷êè z∗k.
u

v
v0v1 v2 v3 v4 v5

u0
u1
u2
u3
u4
u5

¡¡µ
©©*©©*©©*©©*

B0
B1

B2
B3

B4
B5

A1

A2

K1 A5

A3
K2

A4

Ðèñ.1. Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (2.4)

Äàëåå, ñòðîèì îáëàñòü
Σ = Σ1 ∪ ... ∪ Σ4,

ãäå
Σ1 - îáëàñòü îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êè A1, A2, A3 è A4;
Σ2 - îáëàñòü îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êè A2, A3 è K1;
Σ3 - îáëàñòü îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êè A3, K1, A5 è K2;
Σ4 - îáëàñòü îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êè A3, K2 è A4.
Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ èç òî÷êè B0 ∈ Σ1 è çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå

B5 = A3 ∈ Σ1. (Ðàçëè÷èå ìåæäó òî÷êàìè A1, ..., A5 è K1, K2 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî A1, ..., A5 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ êðèâûõ, â òî âðåìÿ êàê K1, K2

� òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ .)
Ïóñòü

F (x, y) = x(αx + βy + γ)2 − (α1x + β1y + γ1)
2 = 0 (3.1)
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- íåÿâíî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî αβ1 − α1β 6= 0 è ïóñòü òî÷êà KF (x0F , y0F ) � åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

αx + βy + γ = 0, α1x + β1y + γ1 = 0.

Ñîñòàâèì ôóíêöèè

F
′
x(x, y) = (αx + βy + γ)2 + 2αx(αx + βy + γ)− 2α1(α1x + β1y + γ1),

F
′
y(x, y) = 2βx(αx + βy + γ)− 2β1(α1x + β1y + γ1),

F
′′
xx(x, y) = 4α(αx + βy + γ) + 2α2x− 2α2

1, F
′′
yy(x, y) = 2β2x− 2β2

1 ,

F
′′
xy(x, y) = 2β(αx + βy + γ) + 2βαx− 2β1α1.

Îïðåäåëèì äèñêðèìèíàíò

∆F (x, y) = F
′′
xx(x, y)F

′′
yy(x, y)− (F

′′
xy(x, y))2.

Òîãäà â òî÷êå KF ñ êîîðäèíàòàìè

x0F =
γ1β − γβ1

αβ1 − α1β
, y0F =

α1γ − αγ1

αβ1 − α1β

ïîëó÷àåì F
′
x(x0F , y0F ) = F

′
y(x0F , y0F ) = 0 è

∆F (x0F , y0F ) = 4(α2x0F − α2
1)(β

2x0F − β2
1)− 4(βαx0F − β1α1)

2 =

= −4(αβ1 − α1β)2x0F = 4(γ1β − γβ1)(α1β − αβ1).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè
x0F =

γ1β − γβ1

αβ1 − α1β
> 0,

òî ∆F (x0F , y0F ) < 0 è êðèâàÿ F (x, y) = 0 èìååò îäèí óçåë (òî÷êà (x0F , y0F )).
Åñëè æå

x0F =
γ1β − γβ1

αβ1 − α1β
< 0,

òî ∆F (x0F , y0F ) > 0 è êðèâàÿ F (x, y) = 0 èìååò îäíó èçîëèðîâàííóþ òî÷êó (x0F , y0F )).
Òàê êàê x0F < 0, òî ýòà òî÷êà íå ëåæèò â ïåðâîì êâàäðàíòå.

Ïóñòü òåïåðü

H(x, y) = y(αx + βy + γ)2 − (α2x + β2y + γ2)
2 = 0 (3.2)

- åùå îäíà íåÿâíî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì

x0H =
γ2β − γβ2

αβ2 − α2β
, y0H =

α2γ − αγ2

αβ2 − α2β
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� êîîðäèíàòû óçëà èëè èçîëèðîâàííîé òî÷êè (ýòó òî÷êó îáîçíà÷èì ÷åðåç KH).
Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå âûðàæåíèå äëÿ äèñêðèìèíàíòà:

∆H(x0H , y0H) = −4(αβ2 − α2β)2y0H = 4(α2β − αβ2)(α2γ − αγ2).

Èññëåäóåì óðàâíåíèå (3.1). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ äîëæíî áûòü
x ≥ 0. Òîãäà (3.1) ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

√
x|αx + βy + γ| − |α1x + β1y + γ1| = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ýêâèâèâàëåíòíî äâóì óðàâíåíèÿì
±√x(αx + βy + γ)− (α1x + β1y + γ1) = 0.

Â ñâîþ î÷åðåäü ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû òàê:

y =
αx
√

x− α1x + γ
√

x− γ1

β1 − β
√

x
, (3.3)

y = −αx
√

x + α1x + γ
√

x + γ1

β1 + β
√

x
. (3.4)

Ýëåìåíòàðíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé (3.3) è (3.4) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âû-
âîäó: âèä êðèâîé (3.1) çàâèñèò îò çíàêà äèñêðèìèíàíòà.

1. Ïóñòü ∆F (x0F , y0F ) < 0. Òîãäà êðèâàÿ (3.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå
äâóõ êðèâûõ CurF1 è CurF2, à òàêæå èìååò: îäíó âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó AsF ,
îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì x = β2

1/β
2; äâå òî÷êè ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ è îäíó

òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà; îäèí óçåë KF è îäíó òî÷êó TF ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ
îñüþ Y . Ãðàôèê ýòîé êðèâîé ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ.2.

Ðèñ.2. Ãðàôèê êðèâîé F (x, y) = 0 äëÿ ∆F (x0F , y0F ) < 0.
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Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ y = a ïåðåñåêàåò (â îáùåì ñëó÷àå) êó-
áè÷åñêóþ êðèâóþ F (x, a) = 0 â îäíîé èëè òðåõ òî÷êàõ.

2. Ïóñòü ∆F (x0F , y0F ) > 0. Òîãäà êðèâàÿ (3.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå
äâóõ êðèâûõ CurF1 è CurF2, à òàêæå èìååò: îäíó âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó AsF ,
îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì x = β2

1/β
2; îäíó òî÷êó ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà; îäíó

èçîëèðîâàííóþ îñîáóþ òî÷êó KF è îäíó òî÷êó TF ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ îñüþ Y .
Ãðàôèê ýòîé êðèâîé ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ. 3 (òî÷êà KF íà ãðàôèêå íå ïîêàçàíà).

Ðèñ.3. Ãðàôèê êðèâîé F (x, y) = 0 äëÿ ∆F (x0F , y0F ) > 0.

Äëÿ êðèâîé (3.2) àíàëîãè÷íûå ãðàôèêè ïðåäñòâëåíû íà Ðèñ.4 è Ðèñ.5.

Ðèñ.4. Ãðàôèê êðèâîé H(x, y) = 0 äëÿ ∆H(x0H , y0H) < 0.

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 24 (2008)



16 Â.Å. ÁÅËÎÇÅÐÎÂ

Ðèñ.5. Ãðàôèê êðèâîé H(x, y) = 0 äëÿ ∆H(x0H , y0H) > 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáúåäèíåíèå ãðàôèêîâ êðèâûõ (3.1) è (3.2) â ïåðâîì îðòàí-
òå ïëîñêîñòè XOY . Âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé òàêîãî îáúåäèíåíèÿ áóäåò ÷èñëî
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ F (x, y) = 0 è H(x, y) = 0.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü p ≤ 7 - íå÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ F (x, y) =
0 è H(x, y) = 0. Îáúåäèíåíèå ãðàôèêîâ ýòèõ êðèâûõ â ïåðâîì îðòàíòå ïëîñêîñòè
XOY áóäåì íàçûâàòü p-êîíôèãóðàöèåé.

Íàéäåì òàêèå p-êîíôèãóðàöèè, êîòîðûå îáðàçóþò çàìêíóòóþ îãðàíè÷åííóþ
îáëàñòü â ïåðâîì îðòàíòå, ñîäåðæàùóþ âíóòðè ñåáÿ åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ êðèâûõ F (x, y) = 0 è H(x, y) = 0 (îáëàñòü Σ; ñì. Ðèñ.1).

Ðàññìîòðèì p-êîíôèãóðàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé çíàêîâ äèñêðèìèíàí-
òîâ ∆F (x0F , y0F ) è ∆H(x0H , y0H) (öèôðàìè îòìå÷åíû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ).

Ðèñ.6. 3-êîíôèãóðàöèÿ äëÿ ∆F (x0F , y0F ) > 0 è ∆H(x0H , y0H) > 0.
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Ðèñ.7. 3-êîíôèãóðàöèÿ äëÿ ∆F (x0F , y0F ) > 0 è ∆H(x0H , y0H) < 0.

Ýëåìåíòàðíîå ðàññìîòðåíèå ïàð íåðàâåíñòâ

∆F (x0F , y0F ) > 0, ∆H(x0H , y0H) < 0

èëè
∆F (x0F , y0F ) < 0, ∆H(x0H , y0H) > 0

èëè
∆F (x0F , y0F ) > 0, ∆H(x0H , y0H) > 0

ïîêàçûâàåò, ÷òî â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî 1-êîíôèãóðàöèè èëè
3-êîíôèãóðàöèè. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñèòóàöèþ, èçîáðàæåííóþ íà
Ðèñ.1, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

∆F (x0F , y0F ) < 0, ∆H(x0H , y0H) < 0.

Ðèñ.8. 5-êîíôèãóðàöèÿ äëÿ ∆F (x0F , y0F ) < 0 è ∆H(x0H , y0H) < 0.
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Ðèñ.9. 5-êîíôèãóðàöèÿ äëÿ ∆F (x0F , y0F ) < 0 è ∆H(x0H , y0H) < 0.

Ðèñ.10. 5-êîíôèãóðàöèÿ äëÿ ∆F (x0F , y0F ) < 0 è ∆H(x0H , y0H) < 0.

Ðèñ.11. 7-êîíôèãóðàöèÿ äëÿ ∆F (x0F , y0F ) < 0 è ∆H(x0H , y0H) < 0.

Íà ðèñ. 8 îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëÿåò ôèãóðó 1KH543KF 1; íà ðèñ. 9
îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëÿåò ôèãóðó 2KF TF 5THKH2; íà ðèñ. 10 íåò îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè; íà ðèñ.11 îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè � ýòî ôèãóða 2KF 5TF 6TH7KH2.
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Àíàëèç âñåõ ìûñëèìûõ êîíôèãóðàöèé ïîêàçûâàåò, ÷òî îáëàñòè àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ìîãóò îáðàçîâûâàòü òîëüêî 5 è 7-êîíôèãóðàöèè. Èç ýòîãî çà-
ìå÷àíèÿ âûòåêàåò òàêîå ñëåäñòâèå Òåîðåìû 1.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü n = 3 è ñèñòåìà (1.2) ÿâëÿåòñÿ îáùåé R-ñèñòåìîé. Òîãäà
äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíóñà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1.2) íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû ñèñòåìà (2.2) èìåëà ïÿòü âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû îíà èìåëà 7 âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé.

4. Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ
Ðàññìîòðèì âìåñòî ñèñòåìû îäíîðäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1.4) ñèñòå-

ìó îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ

a1(ρ1, ..., ρn) > 0, a2(ρ1, ..., ρn) > 0, ..., an(ρ1, ..., ρn) > 0, (4.1)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ρ1, ..., ρn.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (4.1) èìååò n ëèíåéíî íåçàâèñìûõ âåùåñòâåííûõ

ðåøåíèé f1, ..., fn (ñì. ðàçäåë 1). Òîãäà ñîcòàâëÿÿ ìàòðèöó F = (f1, ..., fn) ∈ Rn×n

è äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ x(t) = Fz(t) ïðèâåäåì (âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì
Ñèëüâåñòðà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû [11]) ñèñòåìó
(1.2) ê âèäó





ż1(t) = −
(

n∑
j=1

δ11jzj(t)

)2

− ...−
(

n∑
j=1

δ1njzj(t)

)2

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

żn(t) = −
(

n∑
j=1

δn1jzj(t)

)2

− ...−
(

n∑
j=1

δnnjzj(t)

)2

,

(4.2)

ãäå δijk ∈ R; i, j, k = 1, ..., n. Ñèñòåìó (1.2), äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ
ìàòðèöà F ïðèâîäÿùàÿ ýòó ñèñòåìó ê âèäó (4.2), òàêæå êàê è â ðàçäåëå 1, áóäåì
íàçûâàòü R-ñèñòåìîé. Òîãäà äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1 ïîëó-
÷èì ñóùåñòâîâàíèå êîíóñà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è äëÿ ñèñòåìû (4.2).

5. Ïðèëîæåíèÿ
1.Ïóñòü n = 2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1.1)

(
ẋ1(t)
ẋ2(t)

)
= A ·

(
x1

x2

)
+

(
b11x

2
1 + 2b12x1x2 + b22x

2
2

c11x
2
1 + 2c12x1x2 + c22x

2
2

)
, A ∈ R2×2. (5.1)

è çàïèøåì äëÿ íåå ñèñòåìó (1.2):
(

ẋ1(t)
ẋ2(t)

)
=

(
b11x

2
1 + 2b12x1x2 + b22x

2
2

c11x
2
1 + 2c12x1x2 + c22x

2
2

)
. (5.2)
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (5.2) ñèñòåìà (2.2) áóäåò ñîñòîÿòü èç îäíîãî óðàâíå-
íèÿ

z(c11z
2 + 2c12z + c22) = b11z

2 + 2b12z + b22, z = x1/x2. (5.3)
Ñèñòåìà (5.2) áóäåò R-ñèñòåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèñêðèìèíàíò

óðàâíåíèÿ (5.3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: D > 0 [5].
Ïóñòü D > 0 è z∗1 < z∗2 < z∗3 � âåùåñòâåííûå êîðíè óðàâíåíèÿ (5.3). Òîãäà ñè-

ñòåìà (5.2) âñåãäà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó (1.5) è ñîãëàñíî Òåîðåìå 1 êîíóñ ñ
îáðàçóþùèìè x1 = z∗1x2 è x1 = z∗3x2 áóäåò êîíóñîì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
Ω [5, 6].

Ïóñòü îïÿòü D > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà S ∈ R2×2 òàêàÿ,
÷òî ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ x = Sy cèñòåìà (5.1) ïðèìåò âèä

(
ẏ1(t)
ẏ2(t)

)
= S−1AS ·

(
y1

y2

)
+

(
y1(d11y1 + 2d12y2)
y2(2f12y1 + f22y2)

)
, (5.4)

à ñèñòåìà (5.2),� ôîðìó
(

ẏ1(t)
ẏ2(t)

)
=

(
y1(d11y1 + 2d12y2)
y2(2f12y1 + f22y2)

)
. (5.5)

(Ýëåìåíòû sij ìàòðèöû S ñâÿçàíû ñ z1, z2, z3 òàê: s11/s21 = z1, s12/s22 = z3.)
Äëÿ ñèñòåìû (5.5) ñèñòåìà (2.2) òàêîâà

v(2f12v + f22) = d11v
2 + 2d12v, v = y1/y2.

Åå êîðíè: v∗1 = 0, v∗2 = (2f12−d11)/(2d12−f22), v
∗
3 = ±∞. (Â ñèëó îáùíîñòè ñèñòåìû

(5.1) 2f12−d11 6= 0, 2d12−f22 6= 0. Êîðåíü v∗3 = ±∞ ó÷èòûâàåò âîçìîæíîñòü ïåðåõî-
äà êîíóñà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïðè ïðèìåíåíèè
ïðåîáðàçîâàíèÿ S.)

Èòàê, ïðè ïðåîáðàçîâàíèè S z∗1 → v∗1, z∗2 → v∗2 (åñëè v∗2 > 0) è z∗3 → ∞. (Åñëè
v∗2 < 0, òî z∗1 → −∞, z∗2 → v∗2 è z∗3 → 0.) Ñëåäîâàòåëüíî, êîíóñ àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè Ω ñîâïàäåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îðòàíòîì; èìåííî ýòîò îðòàíò (îáî-
çíà÷èì åãî ñíîâà ÷åðåç Ω) è áóäåò êîíóñîì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ
ñèñòåìû (5.5).

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê ñèñòåìå (5.4). Èçâåñòíî [5, 6], ÷òî ëþáîé èç îðòàíòîâ
(íàïðèìåð, Ω) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (5.5). Ïîýòîìó, äëÿ èíâàðè-
àíòíîñòè ñèñòåìû (5.4) íåîáõîäèìî, ÷òîáû AΩ ⊂ Ω. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
A =diag(α1, α2) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ ïîëó-
÷èì, ÷òî ñèñòåìà (5.4) èìååò âèä

(
ẏ1(t)
ẏ2(t)

)
=

(
α1y1

α2y2

)
+

(
y1(d11y1 + 2d12y2)
y2(2f12y1 + f22y2)

)
. (5.6)

(Äðóãèìè ñëîâàìè ýòî � ñèñòåìà Ëîòêè-Âîëüòåðû [8, 9].)
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Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå îáùíîñòè ñèñòåìû (5.6) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

det

(
d11 2d12

2f12 f22

)
6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè y0 = (y10, y20)
T ∈ Ω, òî ∀t ≥ 0 y(t) ∈ Ω. Ïîýòîìó èç Òåîðåìû

1 è [4] ñëåäóåò, ÷òî åñëè y0 ∈ Ω, òî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.6) îãðàíè÷åíû.
2. Ïîñòðîèì îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñëåäóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû òðå-

òüåãî ïîðÿäêà: 



ẋ1 = −(−2x1 + x2 + x3)
2,

ẋ2 = −(2x1 − 3x2 + x3)
2,

ẋ3 = −(x1 + x2 − 3x3)
2.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå x1/x3 = z1, x2/x3 = z2 è ïîñòðîèì ñèñòåìó (2.1):





ż1(t) = ((−1 + z1)z
2
2 + (2z2

1 − 2z1 − 2)z2 + z3
1 − 10z2

1 + 13z1 − 1)x3(t),
ż2(t) = (z3

2 − (15− 2z1)z
2
2 + (z2

1 + 6z1 + 15)z2 − 4z2
1 − 4z1 − 1)x3(t),

ẋ3 = −(z1 + z2 − 3)2x2
3(t).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.2):

{
G1(z1, z2) = (−1 + z1)z

2
2 + (2z2

1 − 2z1 − 2)z2 + z3
1 − 10z2

1 + 13z1 − 1 = 0,
G2(z1, z2) = z3

2 − (15− 2z1)z
2
2 + (z2

1 + 6z1 + 15)z2 − 4z2
1 − 4z1 − 1 = 0.

(Çäåñü ïðèìåíåíà óïðîùåííàÿ èíäåêñàöèÿ.)
Èñêëþ÷àÿ ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàíòà èç ïîñëåäíåé ñèñòåìû ïåðåìåííóþ z2 ïîëó-

÷èì äëÿ z1 ñëåäóþùåå óðàâíåíèå: 1156z7
1−11629z6

1 +45659z5
1− −91185z4

1 +99120z3
1−

56960z2
1 +14848z1−1024 = 0. Êîðíè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ òàêîâû: z∗11 = 3, 6872; z∗12

= 1.7974; z∗13 = 1.3666; z∗14 = 1.3496; z∗15 = 1.1379; z∗16 = 0.6180; z∗17 = 0.1031.

Â ñâîþ î÷åðåäü, íåèçâåñòíàÿ z2 îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

z2 =
11z4

1 − 163z3
1 + 368z2

1 − 238z1 + 16

−45z3
1 + 83z2

1 + 6z1 − 48
.

Òîãäà ïî êîðíÿì z∗1i ìîæíî íàéòè êîðíè z∗2i : z∗21 = 1.7310; z∗22 = 1.7974; z∗23 =
= 1.0423; z∗24 = 1.3491; z∗25 = 9.9979; z∗26 = 1.1805; z∗27 = 0.1032.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíûé êîíóñ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè Ω ñ íàïðàâëÿþùåé, çàäàííîé â íåÿâíîé ôîðìå óðàâíåíèÿìè G1(z1, z2) = 0
è G2(z1, z2) = 0. Çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Σ, ïî êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ýòîò
êîíóñ, èìååò âèä
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Ðèñ. 12. Îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè Σ

Íà ðèñ. 12 öèôðàìè 2, 3, 4, 6 è 7 èçîáðàæåíû òî÷êè z∗2 , z
∗
3 , z

∗
4 , z

∗
6 è z∗7 . (Òî÷êè

z∗1 è z∗5 íå ïîïàëè â ãðàôèê.)
Âåêòîð íà÷àëüíûõ äàííûõ, îáåñïå÷èâàþùèé àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü

òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, äîëæåí èìåòü âèä: x0 = (zx3, x3)
T ∈ R3, ãäå z ∈ Σ, x3 ≥ 0.

Ðèñ. 13. Êîíóñ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè Ω (ñå÷åíèå ýòîãî êîíóñà ïîêàçàíî
íà Ðèñ.12)
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